This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=NDALAAAAYAAJ&ie=ISO-8859-1

A propos de ce livre

Ceci est une copie numérique d’'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothéque avant d’étre nun
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant a permettre aux internautes de découvrir I'ensemble du patrimoine littéraire mc
ligne.

Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient a présent au domaine public. Lex|
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’'un pays a l'autre. Les livres libres de d
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance hum:
trop souvent difficilement accessibles au public.

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme
du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothéque pour finalement se retrouver entre vos

Consignes d'utilisation

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothéques a la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce

Il s’agit toutefois d’un projet colteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avor
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en ins
contraintes techniques relatives aux requétes automatisées.

Nous vous demandons également de:

+ Ne pas utiliser les fichiers a des fins commercidesis avons concu le programme Google Recherche de Livres a I'usage des particu
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. lls ne sauraient en effet étre employés
quelconque but commercial.

+ Ne pas procéder a des requétes automatidBesvoyez aucune requéte automatisée quelle qu’elle soit au systéme Google. Si vous effe
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractéres ou tout autre domaine nécessitant
d'importantes quantités de texte, n’hésitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux I'utili
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous étre utile.

+ Ne pas supprimer l'attributioh.e filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre
et leur permettre d'accéder a davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le sup
aucun cas.

+ Rester dans la légalitQuelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabili
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu'il en va de mé
les autres pays. La durée Iégale des droits d’auteur d’un livre varie d'un pays a l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de r
les ouvrages dont I'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut étre utilisé de quelque facon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laqt
Vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut étre sévére.

A propos du service Google Recherche de Livres

En favorisant la recherche et I'accés a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Goog
contribuer a promouvoir la diversité culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livre
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs a élargir leur public. Vous pouvez
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage a I'glditps#Books.google.com |



http://books.google.com/books?id=NDALAAAAYAAJ&ie=ISO-8859-1

Math Hoo%.57

- SCIENCE CENTER LIBRARY

Bought from the Bequest of

Horace Appleton Haven
Class of 1842
S

For the Purchase of
Books on Astronomy and Mathematics










LECONS

SUR LES

FONCTIONS INVERSES DES TRANSGENDANTES

LES SURFACES ISOTHERMES.



L’Auteur et I'Editeur de cet Ouvrage se réservent le droit de le traduire
ou de le faire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des
Lois, Décrets et Traités internationaux, toute contrefacon ou toute tra-
duction faites an mépris de leurs droits.

Le dépot légal de cet Ouvrage a été fait a Paris dans le cours du mois
de Mai 1857, et toutes les formalités preucrites par les Traités sont rem-
plies dans les divers Etats avec lesquels 1a France a conclu des conventions
littéraires.

Tout exemplaire du présent Quvrage qui ne porterait pas, comme ci-
dessous, la griffe de ’Editeur, sera réputé contrefait. Les mesures néces-
saires seront prises pour atteindre, conformément a la Joi, les fabricants
et les débitants de ces exemplaires. ’

MpallitFstoti,

—

PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER ,
rue du Jardinet, 12.




LECONS

m“"srﬂ'fﬂilzs -

FONCTIONS INVERSES DES TRANSCENDANTES

ET

LES SURFACES ISOTHERMES,
, ﬁf I~y ~
ar G. LAME.

“PARIS,

MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE', DU BUREAU DES LONGITUDES ,

QUAI DES AUGUSTINS, 55.
1857

(L'Auteur et I'Editenr de cet Ouvrage se réservent lo droit de traduction.)



Math 4o0%.57

SARYALD CEPEROR WONASE
/’&J‘L—é‘)ll;( Ll/p

Sl ED ‘
/ £ . . )‘2 2 , 2 S’ -




BUT ET MARCHE DE CET OUVRAGE.

—_——

Les transcendantes elliptiques de premiére espéce,
et leurs fonctions inverses, se présentent maintenant
daos toutes les recherches analytiques ayant pour but
d’étendre le champ des mathématiques appliquées.
Leur étude ne peut donc tarder & s’introduire dans
Penseignement classique. Le Cours actuel a pour objet
principal d’indiquer comment il conviendrait de diri-
ger cette étude.

La théorie dont il s’agit, inaugurée par des formules
dues 4 Euler, n’avait fait que des progrés lents et pé-
nibles pendant un demi-siécle, lorsque Abel reconnut
la double périodicité des fonctions inverses, et réso-
lut généralement le probleme de la multiplication
des transcendantes. Presque immédiatement, Jacobi
trouva la solution générale du probléme de leur trans-
formation. Ainsi s’est élevée la branche d’analyse qui
est aujourd’hui considérée comme étant la plus fé-
conde ou la plus riche d’avenir.

Peu d’années aprés ces deux grandes découvertes,
ayant introduit la considération des surfaces iso-
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thermes dans la théorie analytique de la chaleur, et
voulant traiter V’ellipsoide a trois axes inégaux, jai
rencontré le systtme des coordonnées elliptiques,
fdrmé par trois familles de surfaces isothermes du
second ordre, homofocales et orthogonales. Or, dans
ce systeme, les trois variétés des transcendantes ellip-
tiques de premiére espéce expriment respectivement
la température sur les trois familles considérées isolé-
ment, et les fonctions inverses des transcendantes
sont les axes mémes de ces surfaces. De plus, les
nouvelles coordonnées m’ont conduit 4 un nouveau
genre de développement en série d'une fonction don-
‘née; etles termes de la série sont les produits de po-
lynémes, entiers et rationnels, de tous les degrés, for-
més par les fonctions inverses ou par les axes des
surfaces conjuguées.

Cette application, qui a suivi de si pres les décou-
vertes théoriques, donne la définition la plus simple
et la plus naturelle des transcendantes elliptiques de
premiére espéce et de leurs fonctions inverses. Prise
pour point de départ, et comme cadre d’étude, elle
éclaircit singuliérementla théorie des nouvelles trans-
cendantes, et méme celle des anciennes. Elle conduit,
sans difficulté et sans lacune, aux problémes résolus
par Euler, Abel, Jacobi, et rameéne a 'unité les for-
mules multiples de chaque solution. Enfin elle régu-
larise I’emploi des coordonnées elliptiques, source
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d’un grand nombre de recherches importantes, et qui,
substituées aux coordonnées sphériques habituelles,
doivent généraliser et transformer avec avantage
toutes les branches de la physique mathématique, a
commencer par la mécanique céleste.

Telle est la marche que j’'ai adoptée. Quelques mots
maintenant pour répondre 4 deux objections que I'on .
pourrait faire dés I'abord, I'une au titre de I’ouvrage,
Pautre & son ‘début. '

Se proposer d'étudier exclusivement les fonctions
inverses, n’est-ce pas négliger I'objet principal, pour
ne s'occuper que d’'un détail secondaire? L’illusion
sera facilement défruite. La variable qu'exprime une
intégrale transcendante est toujours, par sa nature
propre, une quantité sans limites nécessaires, ou qui
peut avoir toutes les valeurs comprises entre les deux
infinis, négatif et positif : c’est, ou l'arc’ de cercle
dabs les questions de géométrie, ou le temps dans les
problémes de dynamique, ou la température sur une
famille de surfaces isothermes; voila essentiellement
la variable indépendante. L’autre variable, celle qui
entre sous le signe somme, est au contraire trés-dé-
pendante : elle a le plus souvent des limites finies in-
franchissables, qu’elle atteint périodiquement; telle
est la véritable fonction, celle dont il importe princi-
palement d’étudier les propriétés. La transcendante
elle-méme n’a relativement qu'une importance secon-
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daire : car la valeur numérique de la période, et plus
.généralement celle de I'intégrale entre des limites
données, peuvent toujours s’obtenir approximative-
ment a l'aide d’'un développement en série conver-
gente.
"Autrement : La variable indépendante étant assi-
; gnée, dans une recherche analytique, d’aprés le ca-
ractére qui vient d’étre défini, s’il faut déterminer
une fonction de cette variable dont on connait seu-
lement la premiére dérivée, il y a réellement deux cas
a oonsidérer : celui ou cette dérivée est donnée &
Yaide de la variable indépendante, et celui ou elle est
expiimée a l'aide de la fonction. Le premier cas se -
résout par la méthode des quadratures; le second
exige I'emploi de la méthode d’étude des fonctions
inverses. De 1a résultent deux branches distinctes du
calcul intégral, I'une seule classiquement enseignée,
Yautre, dont j’ai voulu rédiger le premiér chapitre, et
qui est la plus importante pour les applications.
Partir d’'une équation aux différences partielles,
lorsqu’il s’agit d’étudier des fonctions d’une seule va-
riable, n’est-ce pas aller a I'encontre des idées reques
sur I'ordre des matiéres qui composent le calcul infi-
nitésimal? Cette objection pourrait étre sérieuse en
~vue d’un cours d’analyse pure, mais en vue des ma-
thématiques appliquées, la classification est toute dif-
férente. La les équations aux différences partielles se
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présentent les premiéres, et ce n'est qu’en procédant
a leur intégration qu’on arrive aux équations diffé-
rentielles ordinaires. 11 existe d’ailleurs une analogie
remarquable entre la méthode d’étude des fonctions
inverses, et celle de I'intégration des équations aux
différences partielle§; la premiére rentre en quelque
sorte dans la seconde; et, de plus, I'une et I'autre
procédent par vérification.

Si, dans la suite de I'ouvrage, d’autres objections
. peuvent naitre, je pense que le texte et les réflexions
qu’il contient suffiront pour les réfuter. (Cependant,
a I'une d’elles la réponse manquerait, sans une addi-
tion que j’indique ici 4 cause de son importance : il
s’agit des tableaux (10) et (11), pages 84 et 85, qui ne
remplissent qu'imparfaitement leur objet, et qu'il faut
modifier d’aprés la regle établie au commencement
de I'appendice a la douziéme legon.)

La notation que j'ai employée étant exigée par la
définition d’ou je suis parti, et par les applications
qui terminent le Cours, il était essentiel de traduire,
dans son langage, les découvertes d’Euler, d’Abel et
de Jacobi. Je ne crois pas que cette traduction leur
ait nui; il me semble méme qu’elle les a éclaircies et
simplifiées, en permettant d exprimer chacune d’elles
par une seule formule.

Les dénominations que j'ai introduites m’ont paru
nécessaires, pour signaler des origines, rappeler des
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propriétés caractéristiques, constater des analogies
ou des différences. 11 en est dont je me suis d’abord
servi, comme résumant les propriétés reconnues par
une premiére étude, et que j'ai dit abandonner ou
rejeter, aprés une étude plus complete qui démontrait
leur insuffisance.

Ces mutations sont inséparables de la méthode
d’exposition que j’ai préférée, et qui consiste a suivre
autant que possible la marche de I'invention, a sup-
poser que l'on cherche et trouve successivement
toutes les parties qui doivent compléter la théorie
qu’on développe. Si, dans un temps d’arrét, on ré-
sume par certains mots les propnetés déja rencon-
. trées, ces mots cessent d’étre exacts apres de nou-
velles excursions. C'est ce qui arrive, sur une plus
grande échelle, pour toutes les sciences progressives,
sans excepter les mathématiques : les dénominations
les plus vraies 4 une époque, sont génantes et fausses
a une autre; malheureusement, on ne peut pas tou-
jours s’en débarrasser aussi facilement.

.
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FONCTIONS INVERSES DES TRANSCENDANTES

ET

LES SURFACES ISOTHERMES.

PREMIERE LECON.

Définition des surfaces isothermes. — Condition de Visothermie. — Para-~
métre thermométrique. — Exemples.— Cylindres paraboliques.— Sphéres
concentriques. — Cylindres & base circulaire. — Paraboloides de révolu-
tion. — Cylindres elliptiques et hyperboliques.

§ L
DEFINITION DES SURFACES ISOTHERMES. -

Lorsqu’un corps solide est soumis a des sources constan-
tes de chaleur et de froid, sa température, stationnaire en
chaque point, peut différer d’un point & un autre. Cette
température, que nous désignerons parV, est donc, en
général, une fonction des coordonnées rectilignes et ortho-
gonales x, y, z. On démontre, en physique mathéma-
tique, que la fonction V doit vérifier I'équation

'V dv  d'V
(1) wmt gt E =

pour que le corps solide, supposé homogéne, soit en
équilibre de température. Cette fonction doit, en outre,
I
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reproduire les températures fixes des différents points de la
surface qui limite le corps.

Pour simplifier, nous représenterons la somme des
opérations différentielles

d:. . dv

wTa Tt E)
que I'on fait subir A une founctionde (x, y, z), par le
symbole 4, , ct nous écrirons ainsi I'équation (1) :

A, V=o.

Quand la fonction V= f(x, y, z) est connue, si I'on
pose '
{2) S(=, y,2) =c¢,

¢ étant une constante, cette équation représente une sur-
face, lieu géométrique des points du solide qui ont tous la
méme température €, et qu'on peut appeler une surface
isotherme. Si, dans I'équation (2), on attribue successive-
ment & la constante ¢ toutes les valeurs possibles, on aura
une famille de surfaces isothermes. La constante ¢ qui
particularise chacune de ces surfaces et qui change d’une
surface individuelle a une autre, est un paramétre de cette
famille. Si l'équation (2) a été déduite de la fonction
connue V, c¢'est-a-dire si ¢, considéré comme fonction de
(x, y, z), vérifie 'équation A, ¢ = o, alors ¢ est le para-
métre thermométrigue de la famille de surfaces isothermes.
Cette dénomination peut étre étendue au produit de ¢ par
un facteur constant quelconque.

§ 1L
PROBLEME DE L’EQUILIBRE DES TEMPERATURES.

Probléme. — Les deux parois d'une enveloppe solide
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appartiennent 3 une méme famille de surfaces isothermes
~ donton connaitle paramétre thermométrique e = f'(x, y, z);
la paroi intérieure qui correspond a ¢ =¢;, est entretenue
4 une température fixe prise pour unité ; la paroi extérieute,
au paramétre ¢ = ¢,, est entretenue a la température fixe
zéro. On demande quelle fonction V exprime la température
d’un point quelconque de I'enveloppe. .
Solution. — Puisque ¢ = f (x, y, z) est un paramétre
thermométrique, on a identiquement A, ¢ = o, et, posant
V=Ac+ Bou A et B sont des constantes, il s’ensuit
nécessairement A, V= o. L’état calorifique- des parois
s'exprimant par les deux équations ‘

Ag;+B =1, As,+B=o,

on en tire
I -
) B = i

g — & g — S,

A=

ce qui donune définitivement

3 V==

€ — E,

pour la fonction cherchée.

§ 11
RECHERCHE DES SURFACES ISOTHERMES.

La solution précédente, si simple et si générale, d'un
des problémes principaux de la théorie analytique de la
chaleur, donne une importance réelle a la recherche des
familles de surfaces isothermes et de leurs paramétres
thermométriques.

Il existe un trés-grand nombre de familles de surfaces

pour lesquelles cette recherche n'offre aucune diﬂ‘iculté_:
¢ 1.
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telles sont les suivantes :
at - )"-— 22" ==a’¢ Hyperboloides de révolution A une nappe,

?’—z + tiaa —Z =& Surfaces gauches du second degré,
x* — y* =a%s. . .. Cylindres hyperboliques équilatéres,

zy=a’......... Cylindres hyperboliques asymptotes, etc.,

qui donnent identiquement A, ¢ = 0, et qui sont consé-
quemment isothermes, ¢ étant prec1semenl leur paramétre
thermométrique.

Mais le plus souvent, lorsqu’on se donne une famille de
surfaces F (x, y, 2z, ) = o, elle n’est pas nécessaire-
ment composée de surfaces isothermes : il faut pour cela
que le paramétre A, considéré comme fonction des coor-
données, vérifie une certaine équation aux différences
partielles qu’il faut chercher; et si eette vérification a lieu,
c’est-a-dire si la famille est composée de surfaces isothermes,
son paramétre thermométrique ¢ est une certaine fonction
du paramétre géométrique X, fonction qu’il importe de
connaitre.

§ 1IV.
CONDITION DE L'ISOTHERMIE.

Si I'équation F (x, y, z, A) = o représente une famille
de surfaces isothermes, deux quelconques de ces surfaces
peuventservir de parois 4 une enveloppe solide ; et si ces deux’
parois sont en contact avec des sources constantes de chaleur,
la température Vet le paramétre géométrique A conserveront
ensemble des valeurs constantes sur chaque surface indivi-
duelle, et varieront ensemble d’une surface 2 une autre;
ces deux quantités seront donc dans une dépendance mu-
tuelle. Ainsi V sera une fonction de 1 et ne variera qu’avec
ce parameétre.

D’aprés cela, « étant une quelconque des coordonnées
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(x,, z,), on aura
AV __dVdy  d'V _dVdh | dV [(d\:
du” didd’ dw  d) dw d\ \du)’
et I'équation (1), qui doit étre vérifiée, prendra la forme

av (d’) d*) d’))

D\ Tt @
(4) d:v ﬂ I+ d)‘ 1+ d) 2 —.- o
+ avi| \dz Z’; dz -
d’ou I'on déduit
N & d) v
=t T e

@-@)-E &)

or ici le second membre ne péut contenir d’autre variable
que 1, il doit donc en éire de méme du premier. Ainsi le
paramétre géométrique A doit étre tel, que le rapport

d*)  d*) an\ | di\? ﬂ '+ dr\?
=t twm) |\&) T \F P

soit une fonction de A seul; c’est-a-dire que ce rapport
doit conserver la méme valeur sur chaque surface de la
famille proposée. Telle est la condition essentielle pour
que cette famille soit composée de surfaces isothermes.

§V.
DETERMINATION DU PARAMETRE THERMOM&TRIQUE.
La condition précédente étant remplie, le rapport trouvé
peut toujours se mettre sous la forme q—;;, ¢ étant une

fonction de A, et ¢/ sa dérivée premiére. Par cette valeur,
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I'équation (4) devient
dv

dVdy &V R
Dt tTo M =0

et deux intégrations successives donnent

1V d\
?id_)':'A’ V=A T+B;

A et B étant deux constantes. Cette valeur définitive de V

d) X .
montre que 7= € est le paramétre thermométrique de

la famille des surfaces proposées, et reconnues isothermes.

Appliquons cette théorie et cette méthode a divers
exemples. Pour simplifier I'écriture des calculs, u étant
toujours une des coordonnées, je désignerai par S (d'un
terme en u) la somme de trois expressions semblables, la
premiére en x, la scconde en y, la troisiéme en z. Avec

. d*F .
cette notation, A,F et S (E‘—‘) expriment la méme chose;

la condition de I'isothermie s’énonce en posant
d*)

S . ’

du’ ?

——— — —) elc.

s ()

.

§ VL
CYLINDRES PARABOLIQUES.

Ezxemple I. — L’équation y* = 2 Ax + 1*, représente
une famille de cylindres paraboliques homofocaux, I'axe
~ des z étant la ligne focale. Par premiére différentiation,
on a
(z —+1) % +)=—o,
d'

[¢
l‘.z‘—lv-):)-d—y——-_y:o, —(—F_:O,
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d’on I'on conclut successivement

(z4+2)8 (ﬂy: 2),

du
S d) "'+2d)‘ _
;l.;) =

Par seconde diflérentiation, il vient

(eI (DY LoD,
TNt \&) T2 =

A (DY dn
(.1.+A)$_2 -d—;)—l—o, =0,

ce ui donne définitivement

d*
(x+12)S i I,
d’ou
d*a
du?

L

La condition de lisothermic est donc satisfaite. Posant

1
2

X

!l =-",o0u —l =o0,o0ul. égal a une constante qu’ou
e 23 d) YA !

peut mettre sous la forme 2 ya, il vient

dr 1 7)) \/i
=2ya), e= | —=— —_—— = -y
' ’ P g/afzs/l a

ct, inversement, A = a¢?; de telle sorte que I'équation de

la famille, exprimée a I'aide de son paramétre thermomé-

trique, sera ’
Vooad (a4 2.x).
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§ VIL
SPHERES CONCENTRIQUES.

Exemple 1. — L’équation d’une famille de sphéres
concentriques est

4y 42t =1,

on en déduit le tableau suivant :

d) d*) dxr\?
Ne—=u, ).—-[-( )=l,

. du du? du
di\? L dh
S (:I;) =1, xS ﬁ =2,

d*)
S (w) 2

) <ﬂ>’.=i’
du
les sphé ; Posant ¥ =2
et les sphéres sont isothermes. Posant Y =5 o =

ou% égal a une constante, qu’on peut mettre sous la forme

1 g, .
— -, il s’ensuit
a

U Y ¢ S d\\ _a
r=—g =)= -%)=v

a . e .
et, inversement , A= P Ainsi le paramétre thermométrique

est en raison inverse du rayon, et 'équation de cette fa-
mille est

]

a
1':+ J'2+33=F'
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§ VIIL
CYLINDRES A BASE CIRCULAIRE.

Exemple III. — L'équation x*-+y*=12* représente
une famille de cylindres concentriques i base circulaire.
On en déduit, en suivant la méme marche que dans

Vexemple précéd b L ici
exemple précédent, et observant que —-» —— sont ici
nuls,
N S ST 2 S
=" dy_'y’ dz —
LA (N (N dn
=t\z=)=" 't \g)=" ==
di\? d*)
s<7‘;>-—— y ls-a-u—,—l,
d?\
- ST 1
a2’
s(%)
et les cylindres sont isothermes. Posant Y- %, ougp=124,
?
il vient
d
= Tl et A= aet.

Les cylindres circulaires isothermes ont donc pour équa-
tion
4 yr=ate®.
§ IX.
PARABOLOIDES DE REVOLUTION.

Exemple IV. — L’équation y*+ z*=2ix + }A* re-
présente une famille de paraboloides de révolution homo-
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focaux. On déduit de cette équation (en suivant la méme
d*\

marche que dans I'exemple I, et observant que —, —
q P ’ q s’ dz

ne sont plus nuls) , d’abord, par premiére différentiation,

2

d)
(z+13) - +i=o0,

d)
(‘r"'))(?y‘—"f:o’

d)
(.r—;—));;z———z:o,

d’ou 'on conclut successivement
[ dZ\?
r = A — ) =22
(= +' )8 <du) ’

NN S
\da) Y20
puis, par seconde différentiation,

) d?*) d\\? d)

' A (DY
: (x—+ )Tl}—’— t?_; 1=0,

RS A
N Zm 7)) =0

‘e qui donne définitivement .

d*)
(z+l)SE;:2,
'srl’l

(%) :

st les parabolol’dcs sont isothermes. Posant alors by

1
—a

b
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ou =12, il vient, comme dans 'exemple précédent,
d). .

e= [ 5 et 2 =ae*; en sorte que la famille des parabo-

loides de révolution, homofocaux et isothermes, a pour
équation
yi+ 2= ae* (ae* + 2.z).

Secolie. — Dans le groupe des sphéres concentriques, et
des cylindres a base circulaire, le rayon des sphéres s’ex-
prime algébriquement en ¢, celui des cylindres par une
fonction transcendante. Au contraire, dans le groupe
des paraboloides de révolution et des cylindres paraboli-
ques, le paramétre géométrique des cylindres est algé-
brique en ¢, tandis que celui des paraboloides s’exprime par
une fonction transcendante, qui est d’ailleurs la méme
que celle du premier groupe. Cette remarque n’est-elle
que curieuse? Ne servirait-elle pas & caractériser 1'analo-
gie et la différence qui existent entre les deux courbes
les plus simples, et en méme temps les plus naturelles, le
cercle et la parabole?

§ X.
CYLINDRES ELLIPTIQUES ET HYPERBOLIQUES.
) 1 2
Exemple V. — L’équation % + i—’_é_c’= 1 représente

une famille de cylindres homofocaux du second degré,
elliptiques si A surpasse la constante ¢, hyperboliques si 2
est moindre que c. Désignant, pour simplifier,

x ].2
)T.——*‘ (—A’:c—’)_’ par H,
¢ 2

z — par G,

e -+ (—cy
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on a, par premiére différentiation,

x d d)
yB2 =%, \spP=_Z

dz— » &y w—& d&

d’oui 'on conclut successivement

\ x d) N4 a\ G
W& T i—c)pdy) " H’

A HS \(“) 1;

il vient, par seconde diflérentiation,

d*) d\ x d) 1
— —_ -— 2 - -
\H dz,—i—ll(d) i G( >+4xw 25

dn dx\* d\? y i
—_— —_) — 2 ) g N
Mg (df) ire (df> +“(1’—0‘)’df V—c?’

ce qui donne, aprés sommation et réduction,

d*\ i
d2
du* )

s(2y T
du |

U
. )y .
et les surfaces sont isothermes. Posant% =5 il est

A2

nécessaire de séparer les deux cas de A > ¢, etde A <c.

Si A surpasse ¢, on aura

?.—_—\/)‘ —c?, f \/)‘1_01

£ — £ —e
e —4e
A=c¢c —, A — c’—c———,
2 2

Juation des cylindres elliptiques, homofocaux

et
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isothermes, est

x? 4+ y: —

e\ - [ef—e ¢ T
2 2
Si A est inférieur & ¢, on pourra prendre

== —yc— 2\ ‘=f¢ _L’
bl \/c’—)’

A = ccose, ¢? —\* = ¢ sins;

et I'équation des cylindres hyperboliques, homofocaux et
isothermes, sera

.1:, y’

cos’s  sin’c

Dans'le premier cas, celui des cylindres elliptiques, il
convient d’introduire une notation commeode qui consiste a
représenter

& —e™ "¢ e —e ¢ .
—, —par E(¢), — —par € (s),

E (¢) est ce qu'on appelle le cesinus hyperbolique de e
€ (¢) est le sinus hyperbolique de la méme variable; ces
deux fonctions sont liées I'une a I'autre par I’équation

E*(e) — &% (e) = 1.
Avec cette notation, on écrit ainsi

z? 2
— 3
Tt am=S

B T
I’équation des cylindres elliptiques isothermes.

§ XI.

MULTIPLICITE DES PARAMETRES GEOMETRIQUES.

Il importe de remarquer que, pour chacune des deux
familles de surfaces appartenant a 'exemple actuel, ily a
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récllément deux paramétres géométriques entre lesquels il
existe une relation, car les deux axes de la base, dans
chaque cylmdre, sont également importants, et il n'y a
aucune raison de préférer I'un d'cux. D’ailleurs le para-
métre thermométrique ¢ s’exprime indifféremment par
I'un ou par Vautre. En effet, au premier cas, posant
VA*—c*= 1/, on aura
d) d)

= 9

Vei—e  Wige

N—2Vi=g¢, rdri=2Nd\ oun
ce qui donne simultanément
d)
— —
f ~/)‘1 — VY’ -+ cz
A=cE(s), N =c&/(e)

Au second cas, posant Ve*—2*=V, on aura
dy dv
b
\/' —2 s/cz —

VN I=¢, Ad) +VdN =0, ou —

ce qui donne a la fois

c d) _ Az dN
s:£ “c’—l’_ A \/"' )‘,,

X =ccose, N =csine.

- 3 . . ’ r ’ . 14
Cette multiplicité des paramétres géométriques se présen-
tera constamment dans les nouveaux exemples que nous
traiterons.

§ XII.
DEFINITION DES FONCTIONS INVERSES.

Dans toute recherche du paramétre thermométrique,ail
importe, comme nous I’avons fait aux exemples précédents,
de disposer la constante amenée par V'intégration de ¢, de




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 15

d) . : .
telle sorte que - = soit un nombre, un simple rap-

port, dont le degré géométrique soit zéro, afin que ce
nombre puisse servir a exprimer une température. En
outre, il convient d’égaler le paramétre géométrique, ou
la ligne A, & une autre ligne constante (a ou c¢), multipliée
par une fonction de ¢, F (¢), qui ne soit elle-méme qu'un
rapport. De cette maniére , I'homogénéité de 1'équation,
représentant la famille de surfaces qu’on étudie, ne sera
pas troublée par l'introduction du paramétre thermo-
métrique. ‘

Le groupe d’'équations ¢ ==f—?, A=cF (¢), est, en

réalité, le but final des recherches actucles. Lorsque
I'intégrale € est transcendante, F (¢) est ce qu'on appelle
la foncrion inverse de la transcendante e. Cette dénomina-
tion doit étre généralisée. Si la famille de surfaces que ’on
traite présente plusieurs paraméires géométriques conju-
gués, A, 2/, A”,..., tous nécessaires pour la compléte
définition de chaque surface, il importe d’exprimer séparé-
ment chacun d’eux 4 'aide du paramétre thermométrique;
on a alors

r=cF(e), ¥=cF(s), V=cf(e),...,

etF (¢), 5(el, f(e), ..., sont autant.de fonctions inverses
de la transcendante ¢. .

Les relations qui existent entre ces fonctions inverses
conjuguées , et qui facilitent singuliérement I'étude de leurs
propriétés, permetiraient de les exprimer toutes a l'aide
d'une seule; mais le plus souvent cette élimination fait
disparaitre toute symétrie, et complique les calculs en
introduisant, par exemple,, de nombreux radicaux dont les
signes sont ambigus. D’ailleurs , dans toute étude spéciale,
quand la géométrie attribue unc égale importance a
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plusieurs lignes, si, par un choix nécessairement arbi-
traire, on remplace leur ensemble par une seule d’entre
elles , on perd toujours en clarté, en précision , en richesse
de déductions, plus qu'on ne peut gagner a cette simplifi-
cation qui n’est réellement qu’apparente.

Terminons cette premiére legon par un rapprochement
trop important pour étre omis. Dans la théorie de Iattrac-
tion des sphéroides, on appelle potentiel la fonction

m . .
V= 2;—, m étant la masse d'une particule pondérable,
r la distance qui la sépare du point matériel qu’elle attire,
et la sommez s'étendant a toutes les particules qui peuvent

agir sur le méme point. Lorsque cette fonction V est con-
nue, les composantes (X, Y, Z), dirigées suivant les axes
coordonnés, de la résultante des attractions exercées sur
le point matériel de masse p1, sont respectivement égales a

dv dyv \4 s . .

( B B e ¢ ) - Or on vérifie aisémént que le poten-
tiel V satisfait toujours a I'équation (1), ou que l'on a
A,V = o. De la résulte que les surfaces sur lesquelles la
nouvelle fonction V conserve une méme valeur numérique,
et que l'on appelle surfaces de niveau, sont identiques
avec les surfaces isothermes; le potentiel n’étant autre que
le paramétre thermométrique multiplié par un facteur
constant. Ainsi ce que nous dirons sur lesesurfaces iso-
thermes et les paramétres thermométriques sera applicable
aux surfaces de niveau et aux potentiels; il n’y aura que
les dénominations & changer. Mais, tout en indiquant cette
généralisation, restreignons-nous désormais aux surfaces
isothermes.
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DEUXIEME LECON.

Exemple des surfaces homofocales du second ordre. — Cas des surfaces de
révolution. — Ellipsoides planétaires. — Hyperboloides de révolution a
une et a deux nappes. — Ellipsoides ovaires. — Fonctions inverses intro-
duites. — Transcendantes rencontrées.

§ XIII.
SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND ORDRE.

Ezemple V1. — Toutes les familles de surfaces du
second ordre, concentriques et homofocales, sont repré-

sentées par I'équation

x! y! z’
(x) rte—ptr—aTY

l1a constante ¢ surpasse b, et le rapport de ces deux lignes
est quelconque. La lettre u désignant toujours une des
coordonnées (x,y, z), on peut écrire I'équation précé-
dente de cette maniére :

a!
Sy—e= b

k étant zéro pour x, /) pour y, ¢ pour z; et posant, pour
simplifier,

u? u’
Sm=ﬂv sm;:—ﬁ’

on a successivement (en snivant la méme marche que dans

X
» ne sont plus nuls

2
V’exemple V, et observant que b

2
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par premiére différentiation,

di u
) H -J; —_ i——’—- "”

&’ou I'on conclut les deux relations
d2\? G
¥ HS (‘d‘.;) =t MG "ma— 8
par seconde diftérentiation,
" A\ (dh)

u d) 1
+ 43 =y dun — v— &’

ce qui donne, aprés sommation et réduction, la valeur

d*) I |

e il Uy TS U

9

et enfin, le rapport

d*)
du? X A

s (D A Uy VAl Vi
du

Toutes les surfaces comprises dans 1'équation (1) sont done
isothermes, et I'on a

2 )
):_bz+ VM et

(2)

-8 |

équation qui conduit & des valeurs différentes de ¢, suivant
que le paramétre géométrique A est compris entre o et b,
ou entre b et ¢, ou entre ¢ et I'infini.
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§ XIV.
CAS DES SURFACES DE REVOLUTION.

Nous ne considérerons, dans cette lecon, que les deux
rapports partlcullers o et 1, des constantes b et c; c'est-a-
dire le cas o b = o, et celui ou b =c.

Lorsque b = o, I'équation (1) devient
(3) i A
Si A surpasse ¢, on a une famille d’ellipsoides de révolution,
dans lesquels I'axe polaire est moindre que le diamétre de
I’équateur, et que nous appellerons ellipsoides planétaires.
Si A est inférieur & ¢, la méme équation (3) représente
une famille d’hyperboloides de révolution i une nappe.
D’aprés (2), pour ces deux familles, on a

9'__( by
(4) ;"‘f’*—)‘z_c:'

Lorsque & = ¢, I’équation (1) devient

(5) -:—: +'§;i—::— =1

Si ) est inférieur & ¢, on a une famille d’hyperboloides de
révolution & deux nappes. Si A surpasse ¢, la méme équa-
tion (5) représente une famille d’elhpsoxdes de révolution,
dans lesquels I'axe polaire est plus grand que le diamétre
de I'équateur, et que nous appellerons ellipsoides ovaires.
D’aprés (2), pour ces deux familles, on a

21

=r_

(6)

< le_

11 s'agit de déterminer le paramétre thermométrique s,
et les fonctions inverses, pour chacune des quatre familles
: 2.
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de surfaces de révolution du second ordre, que nous venons
de définir.

§ XV.
ELLIPSOIDES PLANETAIRES.

Pour la famille d’ellipsoides planétaires, A surpasse ¢
dans les équations (3) et (4). Il convient de poser
VA —c*=1X; ¥ est la demi-distance des pdles: c'est un
paramétre géométrique conjugué a A, et au moins aussi
important que celui-ci. On a

M Wiz=e, Ad) = WVdV,
ou
(7) d) - dy .
Vi—c  YWige

L’équation (4) est satisfaite par la valeur

AWA— ¢
[

[ =
qui donne, pour le paramétre thermométrique,

d) f d\
§ = —_— = —_—)
o ? 1\/)\2—04:

et, d’aprés la relation (7), on aura encore

dx

puisque A=/ A*+c*. Ainsi le paramétre thermomé-
trique ¢ s’exprime, a I’aide de'un ou de I'autre des deux
parameétres géométriques conjugués A et X', de la maniére

nivante :
Y . Y S 2
e=¢c¢ A )\—-———\/P—-c“,-—c A 1_____”+c’.
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Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les
valeurs

sin

. I € . .
ce qui donne — et —; pour les fonctions inverses cor-
€COS § Coss

respondantes aux deux paramétres géométriques A et X', Il
convient d’exprimer ces fonctions inverses par elles-mémes,
et non & 'aide d’autres fonctions ; on sait que I'une est la
sécante et Pautre la tangente de la variable ¢; on écrira
donc :

(9) d=c.sécs, - N = c.tang s,

et les ellipsoides planétaires isothermes auront pour équa-
tion

- xl 2 z?
(10) Tty =c

secte tang’s

Autrement : L'équation (4) admet aussi la valeur
AV R—¢?
_—
(4

'

qui conduit a la double expression

2] . -] ’
(8bis)  e=e [ —_—of B
) )‘\/)\z_cx I A2 4 2

Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les
valeurs
c COSs .

)\..'::-.—-’ XI=C n \
Sin & sin €

les deux fonctions inverses sont I'une la cosécante, I'autre
la cotangente, de la variable ¢ ; on écrira donc

(9 bis) )\ = c.cosécs, ) =c.cots;
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et les ellipsoides planétaires isothermes serent aussi repré-

sentés par 'équation

.14" + 2 z’
uLAS

cosec’'s cot’e

(10 bis)

On remarquera que les équations (10) et (10 bis) ont
conservé la méme forme que I'équation primitive (3),
forme essentielle et caractéristique des surfaces du second
ordre. Cet avantage disparait, si 'on exprime, et substi-
tue, A et X en cose et sine. D’aprés cela, la nécessité d'in-
troduire les fonctions séce, tange, coséce, cote est aussi
bien établie, et par les mémes raisons, que celles d’expri-
mer, par des fonctions spéciales E (s), £(¢), cose, sine, les
paramétres géométriques des cylindres elliptiques et hyper-
boliques dans I’exemple V.

§ XVI.

HYPERBOLOIDES DE REVOLUTION A UNE NAPPE.

Pour la famille d’hyperboloides de révolution & une
nappe, A est inférieur a ¢ dans les équations (3) et (4).
Posant yc* —2*=1»X, ona '

¥4+NV1=¢c, Adh4VdV=o,
ou

d) d)
(17) -

- Vc: — )2 - \/c: — )\/:.

L’équation (4) est satisfaite par la valeur

)\\/c’——)«’
-_———

c

?:

qui donne, pour le paramétre thermométrigue,

d) c d\
= ?—Cf Ao —
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et, d’aprés la relation (11), on aura encore

’

A d)

puisque A = \/c*— V*. Ainsi, on a la double expression

1a) _. o rYoay
(x2 =) Vemnc), Ao

Ces intégrales transcendantes sont vérifiées par les va-
leurs

ce qui donne — e ! ) et %—E—:—; pour les deux fonctions inverses,

correspondantes aux deux paramétres géoméiriques A et X'.
Pour exprimer ces fonctions par elles-mémes, et non a
T’aide d’autres fonctions, les cosinus et sinus hyperboliques
E (¢), &(¢), pouvant étre désig'nés par les symboles H cose,

H sine, nous représenterons —— par H séce, _:E:)) par

E()

H tang¢; nous écrirons douc
(13) - A=c.Hséce, ¥=c.Htange;

et les hyperboloides de révolution a une nappe, homofo-
caux et isothermes, auront pour équation celle-ci:
z‘l + y’ z! .

= ¢t

(14 Hséc'e Htang’c

qui est analogue, et en quelque sorte paralléle, a la pre-
miére forme (10) de I'équation des ellipsoides planétaires

v
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§ XVII.
HYPERBOLOIDES DE REVOLUTION A DEUX NAPPES.

Pour la famille d’hyperboloides de révolution i deux
nappes, A est inférieur a ¢, dans les équations (5) et (6).
Posant {/ ¢® — A*= X, on arrive, comme au cas précédent,
a la relation (r1), qu'on peut écrire ainsi

) dy

\/;’———T’ \/c’ 1”

L’équation (6) est-satisfaite par la valeur

(11 bis),

c?—\?
c

¢ = 9

qui donne, pour le paramétre thermométrique,

) X
E = _—==C —
? o — W

ct, d’aprés la relation (11 bis), on a encore

< d)‘l
—
y M=

E=c

puisque yc*— A*=X. Ainsi on a la double expression

c dx’
(126is) = f —=c | ——
- )‘ ) l' \/C' -+ )»”

Ces deux mtcgrales transcendantes, qui sont les mémes
qu’au cas précédent, sont vérifiées par les valeurs

(13 bis) A=c.Htange, % =c.Hsecs;

es hyperboloides de révolution 4 deux nappes, homofc—~
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caux et isothermes, auront pour équation

x? _ y1+ z2 —_t
Htang?e Hséc’s

(15)

On remarquera que les deux familles d’hyperboloides de
révolution isothermes conduisent aux mémes fonctions
inverses. De la résulte qu’elles ont en quelque sorte la
méme équation, au signe prés de la constante ¢*. Pour
T’une et 'autre famille, i I’axe de la courbe méridienne,
qui sert d’axe de révolution, correspond la fonction inverse
H tange, 4 son conjugué la fonction Hséce.

§ XVIIL.
ELLIPSOIDES OVAIRES.

Enfin, pour la famille d’ellipsoides ovaires, A surpasse c,
dans les équations (5) et (6). Posant yA*—c*=12, on
arrive, comme pour les ellipsoides planétaires, i la rela-
tion (7). L’équation (6) est satisfaite par la valeur

MV—c

c

=

k]

qui donne, pour le paramétre thermométrique,

d) j“ d)
E= -_—=c 0
? ) )\’—C‘

et, d’apreés la relation (7), on a encore

*dv
t=c | ———=,
'/;, VYVt
puisque y A*—¢* = X. Ainsi, on a la double expression

Qa0

[ IV
(l6) g§==¢€ ::r(l_):_; = *._d_)‘-.__.
) M= L VYV e
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Ces intégrales transcendantes sont vérifiées par les va-
leurs

—cE()
)—-c.c(‘)s V= C( ),
. - E(s) 1 . .
ce qui donne 0 et Ty P les deux fonctions inver-

ses correspondantes aux deux paramétres géométriques
A et }'; nous désignerons ces nouvelles fonctions spéciales
par H cotange et H coséte; nous écrirons donc

(vq7) A= c.Hcotangs, ¥ = c.H oosécs;
et les ellipsoides ovaires, homofocaux et isothermes, seront
représentés par I'équation

2 .77 + z3 =

(x8) Hcotang’s ' H coséc’s

b

qui est analogue, et en quelque sorte paralléle, & l’equa—
tion (10 bis) des elhpsotdes planétaires.

11 est & remarquer qu’au point de vue de V’isothermie,
ou par la nature des fonciions inverses qui leur correspon-
dent, les ellipsoides ovaires différent plus des ellipsoides
planétaires que des deux familles d’hyperboloides de révo-
lution , lesquelles se confondent en quelque sorte.

§ XIX.
FONCTIONS INVERSES INTRODUITES.

En résumé, la nécessité d'introduire des fonctions spé-
ciales pour exprimer les paramétres géométriques, ou pour
désigner les fonctions inverses, qui correspondent aux
familles de cylindres isothermes ayant pour bases des el-
lipses et des hyperboles, et aux familles de surfaces de
révolution isothermes dont ces courbes sont les sections
méridiennes, nous a successivement conduils aux fonctions
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suivantes : 1° pour les cylindres elliptiques, aux fonctions
E (¢) et< (¢), ou Hcose et Hsine, lesquelles se présentant
avant leurs homologues, doivent étre appelées 'Rypo-
cosinus et I'hyposinus du paramétre thermométrique ¢
2° pour les cylindres hyperboliques, aux fonctions sin ¢ et
cos €5 3° pour les ellipsoides planétaires, aux fonctions
séc ¢ et tange, ou i celles-ci, coséce et cotange; 4° pour
les hyperboloides de révolution, a une nappe et a deux
nappes, aux fonctions H séce et H tange, c’est-a-dire a
Vhyposécante et a hypotangente de e; 5° enfin, pour les
ellipsoides ovaires, aux fonctions H coséce et H cotange,
<’est-a-dire, a I'kypocosécante et i 'hypocotangente de c.

Ce qui donne douze fonctions inverses : six sans H,
lesquelles ne sont autres que les six fonctions trigono-
métriques, et six avec H, homologues des précédentes,
parmi les fonctions dites exponentielles. Et 'on doit
remanquer que ces deux classes ne correspondent pas sépa~
rément aux deux types : ellipse et hyperbole. Car, dans le
groupe des cylindres, les fonctions inverses sont, exponen-
tielles pour les cylindres elliptiques, trigonométrigues pour
les cylindres hyperboliques, tandis que dans le groupe des
surfacesde révolution, les fonctions inverses sont, trigono-
métriques pour les ellipsoides planétaires, exponentielles
pour les hyperboloides, ainsi que pour les ellipsoides
ovaires, qui semblent commencer une troisiéme période,
analogue au premier partage.

§ XX.
TRANSCENDANTES RENCONTREES.
S§i nous congidérons maintenant la suite naturelle des
exemples que nous avons traités, an point de vue des di-

verses transcendantes, qui-expriment le paramétre thermo-
métrique ¢, a aide du paramétre géométrique A ou?’, nous
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rencontrons : d’abord, dans le groupeé des cylindres 4 base -
circulaire et des paraboloides de révolution, la transcen-
dante logarithmique; puis successivement, et sans aucune
exception, toutes les transcendantes du calcul intégral ordi-
naire, c'est-a-dire toutes celles qui s’intégrent, soit par
logarithmes, soit par arcs de cercle, les seules qui fassent
partie de I'enseignement classique.

§ XXL
NECESSITE DE NOUVELLES FONCTIONS.

Or:les ellipsoides et les hyperboloides de révolution , qui
correspondent aux valeurs extrémes zéro et I'unité du

b . . 7.
rapport —, ne sont que des cas excessivement partwullers
c

de I'exemple général que'nous avons abordé au commen-
cement de cette legon. Il faut donc que les familles de sur-

faces, représentées par I'équation (1) quand le rapport %

n’est ni zéro, ni 'unité, et dont 'isothermie est constatée
par la relation (2), conduisent 4 des transcendantes et a des
fonctions inverses autres que les classiques, beaucoup plus
générales, dont les précédentes ne seront que des cas parti-
culiers, et qui réuniront a la fois toutes leurs propriétés.
Introduire et étudier ces transcendantes et ces fonctions in-
verses nouvelles, tel sera le but des lecons qui vont suivre.

La théorie des surfaces isothermes assigne aux fonctions
inverses I'importance principale; ce sont elles surtout qu’il
s'agit de déterminer, et dont il faut définir les propriétés.
Pour y parvenir, il existe une méthode & suivre, qu’il im-
porte de connaitre, et dont I'exposition fera I’objet spécial
de la troisiéme legon, laquelle comprendra, en outre, d’au-
tres préparations préliminaires, propres a faciliter I'étude
que nous avons en vue.
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Les cinq familles de surfaces isothermes que nous ve-
nons d’étudier, ont chacune deux paramétres géométriques
2 et X. Elles sont définies et caractérisées , d’'une maniére

simple, par les tableaux suivants, dans lesquels u et u
. . X /
représentent les fonctions inverses, ou les rapports - et —.

I. — Cylindres elliptiques.

.ld yi
il “Fz—"’7 w— =1,

f s/u’—“: - \/u”+n

e+ e "

u=—-——2—=E(s)=Hcosc,
e —e— & ‘ .
W= -—T—z:{,(s) = H sine.

1. — Cylindres hyperboliques.
f - J;: =c, w+u'=r,

u' du'
: f«._’}}“£ Vi

© = cose, u = sine.

HI. — Ellipsoides planctaires.

x’+y’
-+ —-,-; =¢, w—u=1,

s_j: u\/u2 f “"“"

u=séce, u — tangs,

® du _ ® dw
£ = A u\/u_———_’—-l - , u“+l,

u=— coséce, « = cote.
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IV. — Hyperboloides de révolution.
r’+‘r’ -z—- = + ¢, W+ ui= x;

‘=f «— f et

__ &{s)
E(v) = H sécs, u_E(.

= H tangs.

u =

~—

V. — Ellipsoides ovaires.

2 2
= _y___-‘-:;z =€, w—ur=1,
.=f —f
w W v \/u"+t
'
E (¢) _
=5 = = H cote, o' = z-(-—- H cosécs.

. . . . .
La seule inspection de ces tableaux conduit, sans peine,
aux diverses conséquences énoncées dans les trois derniers

paragraphes.
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TROISIEME LECON.

Méthode d’étude des fonctions inverses. — Application aux fonctions in-
verses des cylindres hyperboliques.— Périodicité. — Procédé de teansfor-
mation. — Application aux fonctions inverses des ellipsoides planétaires.
— Introduction des imagi.naires.

§ XXIL
DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION INVERSE.
Le probléme d’analyse, qu’ii s'agit de résoudre généra-

lement, consiste a déduire de Yintégrale directe ¢ = f —

qui est presque toujours une transcendante, les propriétés
de la fonction inverse A (), et s’il est possible, cette fonc-
tion méme. D’abord, on peut obtenir son développement
en série, a 'aide du théoréme de Maclaurin : car si A, est
le paramétre géométrique de la surface individuelle ou ¢ est
Pris égal a zéro, ¢/, ¢, §”,..., désignant les dérivées succes-
sives de la fonction ¢ de 3, la différentiation donnera

d) d*) i) ‘
=Y m=1h a=rv+eie...,

et, si I'on indique par le symbole (.:.),, ce que devient
une fonction de A pour A = 1,, on aura

!
M (&) =N+ gos+ (¢e) S (¢ +v"9) >3t

Mais ce développement en série, qui peut servir  calculer
approximativement les valeurs de la fonction 1 (¢), entre
certaines limites de ¢, n’indique rien sur les propriétés de
cette fonction.



3a LEGONS
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§ XXIII.

METHODE D'ETUDE D’UNE FONCTION INVERSE.

Voici la méthode qui conduit le plus dircctement au but
proposé. Soient «, 3, 7, trois valeurs du paramétre thermo-
métrique ¢, et x. y,z, les. valeurs correspondantes du
paramétre géométrique A, ou de la fonction inverse; on
aura

(T4 (T _ [
“he(@) P= %) ""f,, 9 (2)

Si le troisiéme nombre y est la somme (« + 3) ou la diffé-

rence (« — f3) des deux autres, z = A (« == ) doit dépen-

dre d’une certaine maniére de x et y, oude A (a) et 1 (B);
c’est-a-dire qu'on doit avoir z =F (x, y), et 'on se pro-
pose de déterminer la fonction F.’

Le probléme consiste a trouver le parameétre géomé-
trique z d'une troisiéme surface o la température y est la
somme ou la différence des températures « et 3, qui existent
sur les deux premiéres surfaces de la méme famille, dont
les paramétres géométriques connus sont x et y.

§ XXIV.
CONDITIONS GENERALES.

La fonction z =F (x, y) doit jouir de plusieurs proprié-
tés qui peuvent conduire a sa connaissance : 1° quand
B =0, on a y = a; donc quand y = },, z doit se réduire
ax; 2° quand « = 0, on a y = == f3; donc quand x = 1,,
z doit se réduire & &= y; 3° si I'on prend le signe +, ou la
somme y = & + f3, z doit étre symétrique en x et y. Si, a
ces trois conditions, on en joint une quatriéme, plus spé-
ciale et particuliére a la forme de ¢ (1), on aura tout ce
qu'il faut pour déterminer F (x, y).
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Appliquons cette méthode a I'un des exemples que nous -
avons traités; remontons & son origine, et faisons abstrac-
tion de toute connaissance antérieure, sur les transcen-
dantes rencontrées et sur leurs fonctions inverses.

§ XXV,
FONCTIONS INVERSES DES CYLINDRES HYPERBOLIQUES.

Prenons la famille des cylindres hyperboliques homo-
focaux, dont I'équation primitive est

2 2
() %—%—2"——!, ou N4 2Ni=gcl,

Par la substitution de c* —2* a X%, et I'application de la
méthode de recherche du paramétre thermométrique, on

. . . 2
vérifie que cette famille est isotherme : on trouve T
A & [da\? ¢ A
ou — 7 pour le rapport S S (E) . Posagt Pl o

on peut prendre ¢ = yc*— A*, d'ott
Sy
“J e T e’

et comme la relation A* 4 2*=¢* donne Ad} + ¥d¥ = o,

d) dy .
ou =— » ON aura aussi
2

Yer—2 Ve —¥
[c :
£ = _
v)’ v cz"' ll:’
on a donc la double transcendante

o e [

Pour simplifier, posons A = cu, ¥ = cu’; u et u' serbn
3

-
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précisément les deux fonctions inverses qu’il ¢’agit d’étu-
dier, et que nous désignerons, u par & (€), et u’ par ¥ (¢).
L’équation (1) deviendra

X: Y R
(v bis) 7—u_'=c” o w4 u'=r1,

et la double transcendante sera

“  du 'ode
bi = ———
ba bis) fov,_u: e
Soit représentée par ¢ la valeur de ¢ correspondante i

u =1, et conséquemment & «' = o, on aura l'intégrale dé-
finie unique

(3) q=£l\7;d_u=w'

Si I'on retranche, de cette valeur particuliére, la valeur
générale (2 bis), la différence pourra se mettre sous la
double forme

(4) q—‘=f i l.\%—;

§ XXVI.
CONDITION SPECIALE.

Toutes ces préparations faites, passons a I’application de
la méthode indiquée. Posant

¢=fz%, f \/l—y —fJI—z’

y=axp, z=F(x,vr);

s conditions générales, pouvant servir a détermi-
onction F, et ci-dessus définies, nous joindroms
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cette quatriéme condition, particulitre ou spéciale : 4° si,
prenant le signe —, ouy = « — 3, on pose « = ¢ ou x=1,
B=¢couy=u,onay=qg—e, et Péquation (4) exige
que

z=u' = \/—l——_t:’ = \/l_-:-—_;’;

en un met, pour x =1, z doit se réduire a V1 — y*.

§ XXVII.
APPLICATION DE LA METHODE.

La fenction la plus simple qui satisfasse aux quatre con-
ditiens réunies, est

(5) =xyi—ytydi—=,
qui donne
(6) Vi—D=V1—=Vi—y o,

comme on le vérifie aisément, en remarquant que la somme.
des carrés des valeurs (5) et (6) est

B =)+ =)+ (=) (1= ) + 2y

et se réduit a 'unité. Or, la différentielle de U (5) est
» xy ,'1_-‘7 —
= = —F  \4dy(— —
dU d.r( 1 y+m)+ y( m:t\h x),

ou bien, par une transformation facile,

dU = (Yi— & Vi—ry F.27) (

e dy

Vims" i—r )’

ce qui donne, d’aprés (6),
dU - dr 4 dy :
Vi—U Vi—2 Yi—y
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c'est-a-dire, en observant que U = o pour x = o et y =o,
et intégrant

U 4u

o yi1—U?

::aj:pz'].

Donc U = z, et les deux relations (5) et (6) donnent

| z=ayi—yty \/l—-.z",

(7) ? Vi—z = Vi a2 yi—y 3.

§ XXVIIL
FORMULES ET PERIODICITE.

Introduisant maintenant les symboles A (¢) pour z,
W (¢) pour «, les équations (7) s'écriront ainsi :

{ A (a2 B) = & (2) Wb (B) = & (B) i (),
W (azEB) =1 (a) v (B) I & (2) & (B).

Sachant, d’aprés (2 bis) et(3), que & (0) =0, W (0) =1,
el que & () =1, (g) = o, on formera aisément, par
des substitutions successives faites dans les.formules (8},
le tableau suivant:

(8)

Mo?(e) + Wb (e) =1,
§ =0, q, 27, 39, 4q,
A=—o0, 1, o, —1, o,
(9) =1, o0, —1, o, T,
A EB)=FEA(B), W(FEB)=w(B)
A (g EB)=w(B), Ww(gEB)=F(B)
Al H+4q)=A(a),  W(e+4q) =b(a)
ou toutes les propriétés directes et réciproques des fone-
tions inverses o (¢), ¥ (¢), se trouvent concentrées. On
y voit, entre autres, que la fonction & (¢) est impaire en
¢, c’est-a-dire qu'elle change de signe et s’annule avec sa
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variable; que la fonction % (¢) est paire, ¢est-A-dire qu’elle
conserve la méme valeur quand sa variable change de signc;
enfin que ces deux fonctions sont périodiques, la période
étant 4¢, c’est-a-dire qu’elles reprennent la méme valeur
quand la variable augmente de 4¢.

§ XXIX.
DETERMINATION DE LA PERIODE.

Une propriété connue de 'hyperbole conduit a la va=
leur numérique de la période 4 ¢. Constraisons sur le plan
des bases des cylindres une des hyperboles homofocales
avec ses asymptotes, et, en oulre, le cercle de rayon 1 dont
le centre est a I’origine; désignons par » I'arc de ce cercle
compris entre son intersection avec I'axe des Y, et son.
point de rencontre avec Iine des asymptotes. On sait
qu’en abaissant de ce dernier point une perpendiculaire
sur la ligne des foyers, la longueur de cette perpendi-

/7

) ) . .
culaire sera — ou i/, et la distance de son pied au centre
c

P\
sera - ou u.

Cela posé, si I'on passe & I'hyperbole infiniment voisipe
de la premiére, 'arc w augmentera de dw, u de du, v di-
minuera de di/, et I'on conclura facilement, de la simili-
tude (par perpendieularité) du triangle infinitésimal dont
les cotés sont (dw, du,— du') avec le triangle aux cotés

(1, ¢, u), que
du du’
& = da.

u

Or la double transcendante (2 bis), différentiée , doune

aussi
du du’
— = — — =dys;

13
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donc de = dw, et, d’aprés la communauté d’origine, ¢ = w.
Ainsi, on peut prendre pour paramétre thermométrique de
la famille de cylindres hyperboliques homofocaux, I'arc e
qui vient d’étre défini, ou désigner cet arc par e.

D’aprés celte interprétation géométrique , 'extrémité
mobile de 1'arc w ou ¢ détermine une des asymplotes de
Ihyperbole qui sert de base au cylindre dont le paramétre
thermométrique est ¢ or, quand ¢ croit continuellement, et
dans le méme sens, 'extrémité mobile revient aux mémes
points i chaque révolution : donc, quand ¢ augmente de
2w, l'asymptote, I'hyperbole, et les fonctions inverses,
redeviennent les mémes. Ainsi, la période 4 ¢ n'est autre
que 27. )

§ XXX.
AVANTAGES DE CET.TE APPLICATION.

Cessant de faire abstraction de toute connaissance anté-
rieurement acquise, nous retrouvons, dans les fonctions
tnverses, & (¢), b (¢), les fonctions trigonométriques
sine, cose. Mais ici les formules (8), ou celles de
sin (« == () et cos (@ &= ), étant établics analytique-
mgnt, et non par des démonstrations géométriques, on n’a
pas a se préoccuper de leur généralité; aucune addition
‘n’est nécessaire a cet égard.

Telle est la méthode & suivre pour obtenir les relations
qui font connaitre toutes les propriéiés des fonctioms in-
verses. Si la premiére application que nous venons d’en
faire parait trop simple, et par trop élémentaire,  cause du
peu de nouveauté des résultats, nous en ferons bientét une
application plus sérieuse et plus nouvelle ; elle reproduira,
en quelque sorte, les mémes mots, les mémes phases, et
I'exemple précédent auea puissamment contribué  en sim-
plifier I'exposition. B




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 39

§ XXXI.
FONCTIONS INVERSES DES ELLIPSOIDES PLANETAIRES.

Lorsque 1'on connait les fonctions inverses d’'une famille
de surfaces isothermes, si les fonctions inverses d’une autre
famille peuvent s’exprimer a l'aide des premiéres, cette
liaison suffira pour étudier leurs propriétés. Appliquons ce
procédé, dont nous ferons un fréquent usage, a I'étude des
fonctions inverses appartenant aux ellipsoides planétaires
ayant pour équation

2 2 2
(10) §—)‘+—,-Y——|—)Z—,’=l, ol NM—Ni=ec

e . y . e . J
Par la substitution de A*—c* a ¥, et I'application de la mé-
thode de recherche du paramétre thermométrique, on ar-
rive définitivement a

f* d)
=c _—_——
e AW —¢

Pour simplifier, posons A = cw, X = cw'; wet « seront
précisément les deux fonctions inverses qu’il s’agit d'étu-
dier, et que nous désignerons, @ par &, (¢), @ par ¥, (¢).
L’équation (10) deviendra

p.CE D & z .

(vo bis) ——:—:—- +on= ¢ ou @w'—wi=I.
La transcendante ¢, les deux fonctions inverses, et la valeur
Q de ¢ correspondante &4 w = o , seront '

w == e
w=Q(s), @ =Vw—1=1b(¢)
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Or, si I'on introduit une nouvelle fonction u de ¢, telle
que ‘

\/ wi—1 dw

I
12) l—u’._— d’oll u = et du = —
( '/ ’ ’ w? Jwl—1

il s’ensuivra
du dw

—\/l—u’ W\/W"-—l,

et intégrant, puisque u s’annule quand w =1
’ P ‘I ‘] ?

) o= .W:;::*f ey

De telle sorte que u et V1—u® seront précisément les fonc-
tions inverses A (¢) et ¥ (¢) des cylindres hyperboliques,

etque
Q= f W\/w‘—l—f \/l——u’=.=;

§-XXXILI.
FORMULES ET PROPRIETES.

Les relations (12), exprimées en &, ¥, oy, Wb, don-
neront donc

(14) W= =30

ou inversement, par 'isolement des ,, v,,

o (6
W (s

~—
.

(15) Moy (8) = s Uy (s)=

L
b (s)

~—

A Yaide de ces derniéres formules ct des valeurs diverses
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du tableau (9), on composera le nouvean tableau

A1 () — Wi () =1,

t—=o, 9 > 29, 3¢ , 449,
(16) =1, ® , —1, ® o1,
'll!n=0, +w_, 07 +w—’ 0,

&:.(ip):.eﬁm(ﬂ), ﬂb.(i@):i%t(ﬁ),
dor(@+4g)=doi(a), Wb (a+ 29) = ()

La fonction &, est paire, la fonction ¥, est impaire; ces
deux fonctions sont périediques; la période est 4¢ ou 27

pour &, 29 ou T pour vb,. Les valeurs (14) transforment
les formules (8) dans les suivantes :

- Moy (“) l‘»‘”(p)
. ‘,j‘,,(aip)_ T2F W, (a) Wi (B)
1 P _ W (@)= v (B)
(11.,- () = T (@ (B)

Tout cela n’est pas neuf, car les fonctions inverses
&y (€) 5 Wby (€) ne sont autres que séce et tangs. Mais c’est
I'analyse qui assigne ici les périodes et les variations de
signe de ces deux fonctions inverses, et il n’y a pas lieu de
se préoccuper de leurs causes géométriques; ce qui réduit
a néant une multitude de discussions métaphysiques, et
entre autres les opinions contradictoires sur le changement
de signe de la sécante.

: § XXXIIL
INTRODUCTION 'DES IMAGINAIRES.

Au premier procédé que nous venons de décrire, et qui
permet de passer d’'un groupe de fonctions inverses a un
autre par une transformation réelle, il faudrait en joindre
un second remplissant le méme but a aide d’une transfor-
mation par imaginaires. Mais, au lieu de définir ici ee nou-
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veau procédé, nous préférons indiquer comment les ima-
ginaires s’introduisent naturellement dans I'étude des sur-
faces isothermes et de leurs fonctions inverses.

Supposons un éléve qu’on aurait initié aux mathéma-
tiques, au calcul différentiel, au calcul intégral , sans lui
parler de trigonométrie, de lignes trigonométriques, de
transcendantes d’aucune espéce. Qu'on lui présente la
théorie des surfaces isothermes dans I'ordre que nous avons
suivi, en appuyant sur la nécessité d’exprimer les para-
métres géométriques des surfaces considérées et reconnues
isothermes en fonction du paramétre thermométrique. Il
rencontrera d’abord la fonction inverse ¢, dont il établira
et étudiera le développement

(x+1+—”—+ % +)
1 1.2 1.2.3  1.2.3.4 1.2.3.4.5

par les méthodes actuellement usitées dans 1'algébre. On
lui fera remarquer que ce développement se compose de
deux parties, 'une paire, I'autre impaire,

¢ 8 et ¢
v WA o= ———=E(s),
¢ s ef—e ¢ |
tts3tasgst =5 =%

Abordant les cyliﬁdres elliptiques isothermes, il recon-
naitra dans les valeurs A = cE (¢), X' = c¢ (¢) , ou dans les
fonctions inverses de cette famille les deux patties détachées

de €. Prenant ensuite les cylindres hyperboliques iso-

. . . X
thermes, il trouvera d’autres fonctions inverses F (¢) = o

M. . '
F(e) = —: mais, sachant qu'on passe de toutes les pro-

priéiés de Vellipse a celles de ’hyperbole, par le simple
changement de A"* en — 4, ou de A’ en A’ Y—1, il recon-
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naitra que F (¢) et (¢) ne différent de E (¢) et € (¢) qu’en
ce que ¢* y est changé en —e¢*, d’ou il conclura

Fo=E(sy=T), Flo=V=0),

V—1
ou'
€2 &t et
Fle)=1— ;+2.3.4— 2.3.4.5.6+“"
[ € 'y
) =t— 3+ 33— 345067

11 constatera la périodicité nécessaire et réelle de ces nou-
velles fonctions; et apprendra leur signification trigono-
métrique cos ¢, sin €, en partant des méthodes exposées aux

§§ 27, 28 et 29.
§ XXXIV.
ORIGINE DES PERIODES IMAGINAIRES.

Revenant aux premiéres foactions E (¢), € (¢), il con-
clura de leur dépendance avec les secondes cose, sin ¢, que

si ces derniéres ont une période réelle, les autres ont consé- -

quemment une période imaginaire. Puis, quand il aura
étudié toutes les familles de surfaces de nos deux premiéres.
lecons, et qu’il sera parvenu aux prévisions du § 21, il
y Joindra celle-ci : que les fonctions inverses des familles de-
surfaces homofocales et isothermes du second ordre, pour

b . . "
lesquelles le rapport — n’est ni zéro, ni 'unité, devant
(4

réunir a la fois toutes les propriéiés des douze fonctions in-
verses particuliéres, seules classiquement connues, auront
trés-probablement chacune deux périodes, I'une réelle,
I'autre imaginaire.

Une telle marche, substituée 4 I’enseignement habituel,
serait a la fois plusrapide et plus compléte. Elle introdui -
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rait ’'emploi des imaginaires de la maniére la plus simple
et la plus lucide; elle établirait une liaison naturelle entre
les chapitres les plus importants du calcul intégral, entre
les transcendantes eirculaires et logarithmiques, entre les
fonctions trigonométriques et exponentielles. Elle ferait
comprendre la nécessité d’aborder, dans les cours clas-
siques, les transcendantes et les fonctions elliptiques, si
unanimement réclamées }')ar toutes les branches progres-
sives des mathématiques appliquées; enfin elle faciliterait
singuliérement cette nouvelle étude, comme nous nous pro-
posons de le démontrer.

On reconnaitra sans doute un jour que les programmes
de I'enseignement d’une science principalement destinée
aux applications devraient toujours suivre fidélement les
progreés de cette science, se modifier avec elle, adopter, dés
leur origine, les instruments des nouvelles découvertes, les

- substituer méme aux anciens, dont I'impuissance et la sié-

rilité actuelles sont suffisamment constatées. On sentira
que cette mobilité des programmes , sagement réglementée,
accélérerait. les progrés des sciences appliquées, en for-
mant, par un apprentissage mieux approprié, un plus
grand nombre de bons et d’ardents travailleurs. Pour com-
prendre combien cette vérité si évidente est aujourd’hui
méconnue, qu'on lise les programmes officiels de 1'ensei-
gnement des mathématiques pures, ils sont tels que les au-
raient faits Laplace et ses éléves; on n’y trouve pas trace
des découvertes, si importantes pour I'avenir, de Fourier,
d’Abel, de Jacobi, de Sturm et d’autres géométres mo-
dernes, dont les efforts incessants ont enfin réussi a faire
marcher la science en dehors de la Mécanique céleste.
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QUATRIEME LECON.

Transcendantes et fonctions inverses dans le cas général des surfaces iso-
thermes du second ordre. — Nouvelle application de la méthode d’étude
— Formules d’Eunler. — Propriétés des fonctions inverses des hyperholoides
a deux nappes. — Leurs tracés graphiques.

§ XXXV.
TRANSCENDANTE ¢ DANS TROIS ’CAS GENERAUX.

Abordons enfin I'étude des fonctions inverses dans le cas
général de I'exemple VI. défini par la seconde legon. Il *
s'agit des surfaces du second ordre, concentriques et homo-
focales, représentées par I'équation

X? Y? VA

() Yy tr—e= b

. b, )
ou la constante ¢ surpasse b; le rapport - étant d’ailleurs

quelconque. Nous avons vérifié, § 13, que ces surfaces sont
isothermes. Cette vérification conduit  la relation
’
9 2 X

2 —_——= — -

( ) ® )a_b:+)‘2_64’

et la fonction ¢ a des valeurs différentes suivant que 1 est
inférieur 4 b, compris entre b et ¢, ou supérieur a c. Dési-
gnons le paramétre géométrique A par v dans le premier
cas, par p dans le second, par p dans le troisiéme; on
pourra prendre pour ¢ et pour le paraméire thermomsé-
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trique ¢ les expressions du tableau suivant :

ST f ds *
[

\/b’——v’ \/c’——v’,

@ =" r—wr::

Sy v

@, B;, By étant les valeurs particuliéres de € qui corres-
pondent respectivement 4 v=~5, a p=c, a p=c0,o0n
anra

( Cfb dv
o= ——— ey
° Vba___vz ~/c1_,1

. . _ < o dp.
(3 64) * "'cj,,‘ VPr—b yo—p

. dp
=c —_———
@ [ \,P""‘ b? \/F' —_c!

§ XXXVI.
FONCT!ONS INVERSES DES TROIS FAMILLES.

Les trois axes de toute surface (1) sont trois paramétres
géométriques également importants. Il convient donc d’in-
troduire trois fonctions pour chacun des trois cas. Nous
les désignerons par les symboles inscrits au nouveau
tableau

v==cA{s), b'—+ =cB(s), Vet — v =¢C (s),
(4) p=cA(c), Vp'—0b'=cB(s), Ve'—p'=cC/ a),
p=cAys), . \/p — b*=cBy(s), \/p — ¢t =cCy(s).

Les équations des trois familles de surfaces isothermes aux
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paramétres v, p, p exprimées & 'aide du paramétre ther-
mométrique, seront

SR & z
A(s) B G
x 7 e
AW R C@E
x: Y .
NORMEHORBCAC

La premiére famille se compose d’hyperboloides & deux
nappes, la seconde d’hypérbo]oi‘des a une nappe, la wroi-
si¢éme d’ellipsoides. Ces surfaces sont conjuguées, en ce
sens que les constantes b et ¢ ont pour toutes les mémes
valeurs, ou que les sections principales de ces surfaces ont
les mémes foyers. <

§ XXXVIL
®
RELATIONS ALGEBRIQUES ET DIFFERENTIELLES.

Si l'on représente par k et k' les deux rapports %,

Ve —b
b
K* 4- k" =1, on déduit du tableau (4) les relations sui-

vantes : '

» lesquels sont complémentaires, en ce sens que

A2+B1=k2’ A1+Cz.—__l’ C:_B2=‘.h’
(5) { A’—B’=#, A'4Cl=1, B!+ C!'=a"
Al—Bl==k, Al—Cl=1, BI—Cl=4#",

en supprimant I'indication de la variable ¢ qui est la méme
pour les neuf fonctions.
La différentiation des transcendantes € (3) et des rela-
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tions (5) conduit facilement aux différentielles suivantes :

dA =BCde, dB =—CAde, dC = — ABds,
(6) dA,=B,C de, dB,=C/A, ds, dC=— A B, de,
dA;= B,C,de, dB,=C,A,ds, dC,= A,B,de.

Ainsi, dans chaque groupe (A;, B;, C;) la dérivée d’'une
des trois fonctions inverses est égale au produit des deux
autres, pris avec le signe -+, si i = 2, ou s’il s’agitde A,
A, By, avec le signe — pour B, C, C,. Cest évidemment
la généralisation d’une propriété commune aux fonctions
trigonométriques et exponentielles. Les relations (5) géné-
ralisent aussi celles qui existent entre le sinus et le cosinus,
entre la sécante et la tangente, la cosécante et la cotangente,
sans H ou avec H. On rencontrera a chaque pas des rap-
prochements analogues ; nous ne les signalerons plus.

§ XXXVIII.
NOUVF%LE APPLICATION DE LA METHODE D’ETUDE.

Ce sont les neuf fonctions inverses (A;, B;, C;) dont il
s'agit de découvrir les propriétés. Commengons par les
fonctions (A, B, C), ou par les premiéres lignes des-ta-
bleaux (3), (4), (5) et (6). Pour appliquer la méthode
d’étude du § 23, posons

x dx
y dy
() e =)

z dz
- —————y——————g |
7 ‘/o‘ vb;__yu ~/C‘ —
y=axp, z=F(z, ).

Aux trois conditions générales du paragraphe 24, il faut en
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joindre une quatriéme, particularisée par la fonction ¢,
ou par la transcendante ¢ exprimée en v. Nos recherches
préliminaires conduisent & une condition spéciale, qui
laisse peu de chose a deviner, pour assigner la forme de la
fonction F, la voici :

§ XXXIX.
CONDITION SPECIALE.

Lorsque b =¢, la transcendante devient

Y ody
e=c " ’
o € — v

v 5 Y )
et le rapport — n’est autre que I’hypotangente de ¢, ou I'une

des fonctions inverses des hyperboloides de révolution,
§17; désignons cette fonction par le symbole & (¢), on
aura, pour b=c,

2=cB(a), y=cG(B), z=cB(asp).
Or la formule du § 32, qui donne W, (x == ) en b, («)

et ¥, (8), ou tang (« == ) en tang () et tang(B3), expri-
mera facilement & (2 == 3) en & («) et & (f); caril suffit,

d’aprés notre § 33, d’y substituer S awm, ; ce quidonne,
sans difficulté,

B(a)£6(B)
1+£6(a)&(B)

formule que I'on vérifie d’ailleurs directement en rem-

plagant & (¢) par %%-)); il s’ensuit

B« tp)=

s E(z)E6(8) " z=ty
1+6(a)B(B)  ctay’
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valeur qu'on peut mettre sous la forme

i@y =),
(8) z=¢ o' — z’y’

Ainsi, comme condition spéciale, la fonction z=F (x, y)
(7) doit &tre telle, que, si Pon y fait b = ¢, elle se réduise
a la valeur (8).

h § X.IJ.

DETERMINATION DE LA FONCTION F.

La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre con-
ditions réunies est

VF=F g y Fo e i
?

b-)c: — 1.1],:

(9) u=bc

ou bien, désignant, pour simplifier, par » le produit des
deux radicaux en y, par { celui des deux radicaux en x,

, znt yE
(9 bis) u=bec m
Il s’agit de prouver que cette fonction u est précisément z.

Pour cela, posant v = Y& — &*, w =y — u*, la sub-
-stitution de u (9) donne.

I Y o e
v= biet — 1yt ?
(10)
— b? Vc:_xz \/‘-"—J"i-"f Vbz_xz Vb:_fz
- biet — 2y *

w

[Ce que V'on vérifie sans peine : car, si 'on fait la somme
des carrés de u (9) et v (10), les doubles signes disparai-
b2

a nd m =
tront au second membre, et Bo—my)

y sera facteur
commun de
{ c1((b:__yz) [x’(c’—y’) + c? (bz_ .1:’)
+ y (et — ) [e (b'— a?) + @ (¢*— »?)] }’

.
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expression qui se réduit a (b'c* —x*y?)?; donc u'+*=13";
et de méme u* + o' =] Le produit vw, ou celui-ci

V&*— u* Yc'— u?, que nous a pellerons U, peut se mettre
sous la forme

(11) U=bc (B c*+ 2y ") Enzpay [0 (b*—2*) (b1 — 9 ")+ b* (' — %) (c*— "))
(‘ Py - :n?)n .

Cela posé, cherchons la dérivée en x de u (g bis) , ob-
servant que { = y b*c*— (b*+ ¢*) ' +x* donme

(di=—x(b*+ c*— 22"), on trouve d’abord

b: n?__ )
du (b’ —y?) (ﬂ Fry —'—"—cg—ni> +27* (@' nd 2y §)
dz be (Bo—zy) ’

et I'on reconnait aisément que cette valeur, multipliée

. L., . oode U o .
par &, reproduit précisément U (11); ainsi prii s Ecri-
vons u (9 bis) de cette maniére

yEtaxn

u::tbc m,

avant de prendre sa dérivée en y; cette nouvelle valeur
de u sera le produit par =1 de ce que devient la premiére
quand on y change x en y, et réciproquement y en x; on
aura donc (puisque U est symétrique en x et y) immédia-

d U
tement — = ==—.
dy n
Réunissant les deux différentielles partielles de u, on a
pour sa différentielle totale

du:l—]dxigdy,
13 7

d’ou 'on déduit
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Multipliant par c, ayant égard aux valeurs respectives de
U, t,nenu, x, y, et observant que u s’annule quand x
et y sont zéro I'un et T'autre, I'intégration donnera

du
(4 -,—;.———-—.:.—::ai
s/o\‘Vb*—u’ Ver— u? ‘ B
on a donc
n=z=A(atxp), ¢= VB =2, w=\c—7z;

et la fonction I est maintenant connuc.

§ XLLI.
FORMULES D’EULER.

L’introduction des symboles (A, B, C) transforme les
équations (9) et (10) dans les formules suivantes :

A(a)B(B)C(B)=A(p)B(a)C(x)
k*—A%(a) A*(B) ’

| —;B(2)B(B)FA(2)A(B)C(=)C(B)
(12) { B(azkp) =4 ‘.;_'-_A,(aw(p) )

kC(«)C(B)F A(2)A(B)B(a)B(B)
k*— A*(a)A*(B)

A(akp)=k

Catp)=

Cette nouvelle et derniére application de la méthode d'é-
tude du § 23, simplifiée par son analogie avec la premiére,
établit ainsi, sans difficulté, et d’une maniére en quelque
sorte élémentaire, les formules (12), dues a Euler, et qui,
mises sous diverses formes, ont servi de point de départ a
toutes les recherches sur les transcendantes et les fonctions
elliptiques.

‘ § XLII.
PROPRIETES DES FONCTIONS (A, B, C).

Les formules précédentes conduisent a toutes les propri¢-
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tés des fonctions inverses A (¢), B (¢), C (¢), ou des axes des
hyperboloides isothermes & .deux nappes.

Le paramétre thermométrique ¢ étant zéro avec v, et égal
a © quand v = 2> [tableau (3)], la premiére ligne du ta-
bleau (4) donne

A(0)=o0, B(o)=#k C(o)=1;

A(s)=#, B(s)=o, C(=)= A"

D’aprés ces valeurs, si 'on fait « = o dans les formu-
les (12), elles donnent respectivement

A(i‘:G):iA (B), B(xp)=B(8), C(Xp)=C(p)

Ainsi A (¢) est une fonction impaire; B (¢) et C (¢) sont
des fonctions paires.

Si, prenant les signes inférieurs, on fait, dans les mémes
formules (12), « = , on a, en s’aidant des relations (5),

ot
(13)‘ /B(w —ﬁ):k'égg;a
\,C(w—ﬁ)=é%ﬁ—)’

formules dont nous déduirons des conséquences impor-
tantes, et qui seront fréquemment utilisées dans 'applica-
tion des procédés de transformation.
Ne prenant plus que les signes supérieurs :
1. « = v, = w, donnent
A(2v)=o0, B(2w)=—4%, C(2a)=1;
2°, a = 2w, B = v, donnent
A(3s)=—#%, B(3w)=o, C(3a)=4#;
3°. @« = 3w, f = &, donnent

A(fw)=o0, B(4uw)=4k, C(fm)=1;
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ce qui compléte le tableau suivant :

¢« =0, ®, 28, 3w, 4w,
(14) " YA=o0, % o, —4 o‘,
B=+% o, —k o, ky

C=1, ¥, 1, ¥, 1;
4°. B = 2w donne

A(a+2m)=—A(a),
B(a+20)=—B(a),
Cla+2w)=C(x);

5°, 8 = 4 & donne

A(a+4v)=A(a),
B(¢+ 4m)=B(a),
C(a+4v)=C(a)

§ XLIII.
PERIODICITE. ANALOGIES.

Ainsi les trois fonctions inverses A (¢), B (¢), C (¢), sont
périodiques. La période est 4@ pour A(e) et B(e), 2w
seulement pour C(¢).

Par ses variations de signe et de grandeur, la fonetion
A (¢) est analogue a sin¢, B (¢) a cose; nous appellerons la
premiére un pseudosinus, la seconde un pseudocosinus.
Quant a la troisiéme fonction C (¢), qui n’est jamais nulle,
et dont la grandeur oscille entre le maximum 1 et le mini-
mum K/, elle n’est analogue a aucune ligne trigonomé-
trique, si ce n'est au rayon; nous P'appellerons un pseu-
dorayon.

Les formules (13) dans lesquelles (o — f3) est le complé-
ment de 3, c’est-d-dire ce qu'il faut ajouter 4 3 pour obte-
nir le quart dc la période, prouvent bien que A n’est pas
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précisément un sinus, ni B un cosinus, puisque les rapports

A(s—B) B(z—§)

’ s ne sont pas l'unité, ni méme con-
B(p) A(B) P ’

stants, On remarquera que le rapport de ces rapports est

constaut, et égal 2 A, comme le produit C(8).C(w—f);

que le produit A(B).A(w — ) est variable et égal a
1 dC

— ¢ 7.9 ete

1

§ XLIV.
LIMITE DE LA PERIODE.

Un tracé graphique peut servir i résumer ces diverses
propriétés. Pour construire avec quelque exactitude les
trois courbes dont A, B, C seraient les ordonnées, et le
paramétre thermométrique ¢ 'abscisse, il faudrait connaitre
la période ou le nombre @. Ce nombre est une fonction de k,
dont la détermination exige des calculs que nous n’expose-

. T
rons pas. Disons seulement que & surpasse 5 car les deux

intégrales définies transcendantes

booay 3 et by c
—_— g == ———a———— - §
o ‘/b:_”z 7 »2 o ~/b2___y: Jc’—v'

ont le méme nombre d’éléments, et ceux de la seconde sont
tous plus grands que ceux de la premiére.

§ XLV.

TRACES GRAPHIQUES.

Si I’on suppose la grandeur @ connue, la figure suivante
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représente les trois courbes dont il s’agit :

L Cle)

1 .
(TSR =

S

é} 3 Bu,.m "’>><§3“ e

Les deux cercles concentriques ont pour rayons l'unité
et le rapport k& moindre que 1; on construit facilement
K=vyi1—Kk. Les deux courbes Y =A(e) et Y =B(e)
sont analogues & la sinusoide Y = sine¢; mais leur ampli-
tude (2k) est plus petite, et la tangente 4 I'inflexion ne fait
pas D'angle de 45 degrés avec I'axe des abscisses; son incli-
naison est moindre pour A, moindre encore pour B, car
ona, d’aprés les formules (6),

dA
= =BC,
dérivée qui devient
kpoure =0, —4kpours=oam,
et 'on a pareillement
dB
. =—CA,

dérivée qui devient
— k¥ poure=wm, k& pour ¢ =3gp.

On sait que les deux courbes Y = sine, Y = cose, sont
identiques, c’est-a-dire qu’elles se superposent dans toutes
leurs parties, lorsqu’on fait subir & I'une d'entre elles une
translation paralléle a 'axe des abscisses et égale au quart
“de la période. La méme translation, effectuée dans le groupe

des deux courbes Y =A(¢), Y = B(¢), ne produira pas
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leur superposition ; les points d’inflexion et les sommets se -
confondront, mais en tout autre lieu les deux courbes se-
ront séparées, la courbe Y = B(¢) étant toujours plus rap-
prochée de I’axe des abscisses.

La courbe Y = C(¢) est analogue aux précédentes, mais

avec une période moitié et une amplitude moindre; car
l.!

I‘,,ouak ray?

et conséquemmefn moindre que k, moitié de 'amplitude
2k commune aux deux courbes A et B. Quant a I'inclinai-

son de la tangente a l'inflexion, on a, d’aprés les for-
mules (6),

cette amplitude est 1— A’ qui est égal a

dc'_. o d,C_.. 2 2) .
"E——AB, dOu -Z;——-C(A'—B),

de la résulte qu’a I'inflexion A =B = %, ct conséquem-
2
dC L1y R s, R . .
ment —— est égal a — =7 oua—+ —,suivant le rang impair
ou pair du point de cette inflexion.

L’abscisse de tout point d’inflexion de la courbe Y = C(e)
étant donnée par I'équation A* (¢) = B* (¢), la paralléle a
I'axe des ordonnées, menée par ce point, contiendra une
intersection des deux courbes Y = A (¢) et Y =B (¢),si le
rang est impair; elle coupera ces courbes en des points
dont les ordonnées seront égales et de signes contraires, si
le rang est pair. La ligne, paralléle aux abscisses, qui con-
tient tous les points d’inflexion de la courbe C, ne la par-
lage pas en parties égales,comme celaa lieu pour les courbes
A et B; ici les parties supérieurcs sont plus courtes que

« s g , , k2
les parties inférieures : en effet, I'ordonnée \/‘1 —5ou

1+ A" . . .
\/ + , aux points d’inflexion de la courbe C, surpasse
2 .
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1+ &'

des ordonnées aux sommets, puisque
Iz M\t 1=K\ . . \

* (H; ) + (l 5 ) - Ainsi, quant a la forme,
2

1a courbe C différe notablement des courbes A et B; elleest,
en quelque sorte , moins parfaite ou moins symétrique.

la demi-somme

.

§ XLVL .
CLASSEMENT DE PROPRIETES. .

Par tout ce qui précéde, le pseudosinus A (¢), le pseu-
docosinus B(¢), et le pseudorayon C (¢), nous paraissent au
moins aussi complétement définis que les fonctions trigo-
nométriques sine et cosc. Il ne leur manque qu’un plus
long usage ou des applications plus nombreuses; les pro-
grés incessants des mathématiques ne tarderont pas a com-
bler cette lacune.

Mais tout n’est pas dit sur les fonctions A, B, C; nous
n’avons signalé que celles de leurs propriétés qui corres-
pondent toutes aux propriétés de sine et de cose; I'intro-
duction des imaginaires, et la liaison de ces fonctions
inverses avec celles qui appartiennent aux deux autres
familles de surfaces isothermes(des hyperboloides a une
nappe et des ellipsoides), nous conduiront 4 une seconde
classe de propriétés tout aussi étendue que la premiére.

Pour connaitre les propriétés spéciales des deux autres
groupes de fonctions inverses (A,, B, C,) et (A,, By, C;),
on pourrait appliquer directement, a chacun d’eux, la
méthode d’étude du § 23, comme nous I'avons fait au
groupe (A, B, C). Puis, aprés trois études partielles, et
en quelque sorte indépendantes, on chercherait les rela-
tions qui existent entre les trois groupes, et qui sont d’une
grande importance dans la théorie que nous développons,
car ce sont ces rclations mémes qui recélent toute la se-
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conde classe de propriétés ci-dessus annoncée. Cette marche
serait la plus naturelle et la plus lucide ; elle aurait incon-
testablement l'avantage de n’établir aucune différence de
rang, aucun privilége, aucun droit d’ainesse entre trois
groupes dont I'importance est parfaitement égale. Mais
cette marche serait beaucoup trop longue, comparée 4 celle
que nous adoptons, et qui consiste a poser, dés 'abord, et
en quelque sorte synthétiquement, une partie des relations
a découvrir, afin de déduire, par le procédé du § 32,
les deux groupes (A,, By, C,) et (A,, By, C;) du groupe
(A, B, C) déja traité. Contentons-nous de dire, pour ré-
tablir I’égalité troublée, que nous eussions pu commencer
par traiter directement tout autre des trois groupes.

Il importe de remarquer que les fonctions (A, B, C),
étudiées dans cette legon, se modifient singuliérement quand
le rapport k approche de 'une ou de I'autre de seslimites,
zéro et 'unité. Nous verrons qu’a la limite de k=o, les

A(s) B(¢)
k k

fractions sont exaclement sine et cose, tandis

que C (&) devient coustant et égal a I'unité; ce qui justifie

les analogies signalées et les dénominations employées dans

les derniers paragraphes, ou I'on suppose que k ait une

valeur moyenne. Mais, a 'autre limite, a celle de k=1,

les fonctions (A, B, C) semblent changer brusquement de
0]

nature, car A(e) devient =% ou hypotange, tandis que

(¢)
B(¢) et C(¢) sont identiques et égales a E_%s_)’ ou a hyposéce,
§ 17. On ne saurait imaginer une métamorphose plus
compléte.

Cette mutabilité, qui s’étend aux trois groupes, explique
les difficultés qu’on rencontre, lorsqu’on cherche a représen-
ter les transcendantes elliptiques et leurs fonctions inverses
par des arcs de courbe et des lignes droites, a la maniére de
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la transcendante circulaire et des fonctions trigonométri-
ques. Il faut admettre, en quelque sorte, autant de sys-
témes représentatifs distincts qu’il existe de valeurs de k;

. . \ 1
ceux de ces systémes qui répondent 4 k =o,k=1,k= e

sont connus et sont trés-différents. Dans la théorie qui nous
occupe, ces difficultés sont écartées : les trois variétés des
transcendantes elliptiques de premiére espéce expriment la
température , dans les trois familles de surfaces isothermes
du second ordre, lesquelles sont homofocales; et si I'on
prend pour unité de longueur la demi-distance focale prin-
cipale, les fonctions inverses des transcendantes sont les
axes mémes des surfaces isothermes. Cette représentation,
ala fois physique et géométrique, est simple, générale et
naturelle. En comparaison, toute autre parait compliquée,
partielle ou factice.
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CINQUIEME LECON.

Systéme conjugué. — Transformations réelles des fonctions (A,, B,, C,) et
(A,, By, C,) en (A, B, C). — Propriétés et classement des neuf fonctions.
— Formules de toutes les transformations réelles. — Généralité de 1a pé-
riode réelle. — Anomalies.

§ XLVIIL
SYSTEME CONJUGUE.

Le systéme triple de surfaces isothermes défini au
§ 36 est particularisé par la valeur de la ligne con-

stante b, ou par celle du rapport k = g Il existe autant de

systtmes semblables que de valeurs du rapport k, com-

prises entre zéro et I'unité. Mais tous ces sysiémes sont

conjugués deux a deux; au systéme correspondant a b et k

se trouve conjugué celui dans lequel b est remplacé par
b’

b=yct—0b% k =g parkK=—= Vi—k*, et réciproque-

ment k" par k. Dans les transformations qui vont suivre, il
sera nécessaire de considérer ce syst¢tme conjugué en méme
temps que le premier; nous le désignerons en accentuant
les paramétres géométriques et les fonctions inverses qui
lui appartiennent.

Par exemple,  la famille des hyperboloides isothermes
a deux nappes, particuliérement étudiée dans la legon pré-
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cédente, appartient le tableau suivant :

f ,/z,:_v ./cw_w i cf \/o:.., ;/r'-—v’

v=rcA(s), \/b’—:’—cB(c) "——v’—"cC(l),

x’ ]3 z? .
(v) KN B O T
f_k, c’c_b’.—_-k’, B4 k=1,
—B(¢) Al K
A(m——t)—‘(-:—(;y ( —l) C(), C(w ) C()

et la famille des hyperboloides a4 deux nappes du systéme
conjugué sera représentée par le nouveau tableau

14 ’
f a'=c¢c :_g”—'——‘ ’
\/b' v'? Vc’—v o \/b"——v"\/c’— Y

v =cA'(¢), \/b’—v’::cB'(e), Yot — v = ¢C'(¢),

. J.l _ 2? d—a
(2) ol TO RO R
Y, YEE k=,
(4 c
1ot B(s) oo g kL
A(e'—e)= -C—,(—) B/ (o s)_kC’(e), ’C(m E‘—C’(s)

Les fonctions inverses A’, B, C' ont identiquement les
mémes propriétés que A, B, C; il n’y a d’autre diffé-
rence que dans la grandeur de la période, qui est 4 w pour
A,B, 2o pour C, et 4u’ pour A, B, 25’ pour C'. Les
derniéres lignes des deux tableaux précédents reproduisent
les formules (13) du § 42, donnant les fonctions inverses du
complément de ¢, qui est (w —¢) au premier tableau, et
{w' —¢) au second.
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§ XLVIIL
TRANSFORMATION DES (A, B, C,) EN (A", B, C).

La famille des hyperboloides isothermes 4 une nappe au
paramétre géométrique p, étant représentée par le tableau

s—cf \/I‘—b'\/c'—l" f\/f*—b’\/ﬂ—f*

(3) p=cA(s), VA= B=cB(s), Va—@=cC(s),
x? yl z’ .
IO O R O R
on obtient les fonctions inverses A,, B;, C, a I'aide des

fonctions A’, B, C', du systéme conjugué, par la transfor-
mation suivante. Posant

(4) p=Vye—¥7, dod V= b=\t =", Jo—pi=v,
on en deduit d’abord
’ ’
Vp’—b‘dc’—y’:v’db”—v”, tly:—-v—d._v__—a
4 R ch__”'z

=o,

dp + dv'
sz_ b? VC’— p? \/b'z_,': ch_vz

puis, par lintégration et par une double détermination de
la constante introduite g,

I

P
O e, 7T¢:; m-g*“'*" ’
car, d’aprés les relations (4): 1° quand p = ¢, v’ est zéro,
la seconde intégrale (5) s’évanouit, la premiére devient
@, donc g =w,; 2°quand p.=b, v est égal &4 &, la pre-
miére intégrale (5) s’annule, la seconde devient &', donc
g=u'. Ainsi les deux intégrales définies w, et w’ sont
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égales entre elles, c’est-a-dire que I'on a

b dv'
5 b = = e ———— = ]
(5 bis) m=c f Vy- = \/c’——y. =c -/(: \/b"—v" \/c’—-v”

D’aprés cela, la premiére intégrale (5) étante, la se-
conde sera (&w'—¢), et on aura actuellement

vV=cA'(a'—¢), V& —t=cB'(a'—s), Yc—*=cC (a'—:).

Ces valeurs, jointes a la seconde ligne du tableau (3),
transforment les relatidns (4) dans les suivantes:

(6) A(e)=C'(v'—¢), B,(e)=B'(a'—e), C/(e)=A'(v"—¢),
et, d’aprés les derniéres formules du tableau (2), on a
aussi

(6 bis) A (s) = A’(e)

k
m9 B.(s)-]fc’(s)

=

(),
0]

sy Ci(e)=

équations qui expriment directement les fonctions

A,, By, C, a I'aide des A, B, C'.

§ XLIX.
TRANSFORMATION DES (A,, B,, C,) EN (A, B, C).

La famille des ellipsoides isothermes, au paramétre géo-
métrique p, étant représentée par le tableau

=) e Vi—bp—e

(7) p = cAi(e), \/p’—b’ch,(s), \/p’—c’_—.cC,(s),

w==cC

zl y} z?
ORI REHO)

on obtient les fonctions inverses A,, By, C, a l'aide des

2 e
—c*=—o,
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fonctions A, B, C par la transformation suivante: posant

(8) P——-—-’ d’ou VP r—p Y- " Vb—” ‘/PT—_—;;':cdb'_\h,
v
on en déduit d’abord
Ve—byp—¢ =.§v3’—»' c—v, dp=—bc ’{'_Y,
dp dv

+ =
VP:__ b? \/?’ —? Vb: — Vc:_ '

puis, par l'intégration, et par une double détermination de
la constante introduite g,

4 dy
f \/p -b’ p L +e o Vb’—-v’\/c’-—u’ug_m_m'_

car, d’aprés les valeurs (8) : 1° quand p = o0, v est zéro,
la seconde intégrale (9) s’évanouit, la premiére devient w,,
donc g = w,; 2° quand p =c, v devient égal 4 b, la pre-
miére intégrale (9) s’annule, la seconde devient w, donc
g = w. Ainsi les deux intégrales définies &, et & sont égales
entre elles, c’est-a-dire que 'on a

b
gbw)a,_cf —-cf _Ju_____::ﬂ
Ve ——b’\/p —c? o Vb —viyer—v

D'aprés cela, la premiére intégrale (g) étant ¢, la se-
conde sera (w —¢), et I'on aura actuellement

=cA{w—s), Vb*—+*=cB(v—1q), Ve —v= ceC(w—¢).

Ces valeurs, jointes 2 la seconde ligne du tableau (7),
transforment: les relations (8) dans les suivantes :

(10) A,(s):AT.k_—e)’ B:()—‘ﬁfu_g’ C.l)= ig:::)‘

et, d’aprés les derniéres formules du tableau (1), on a
]
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aussi

(10 bis) A,(e)=

(o]

) p M g Al
‘B B=EEy GU=F

B (¢)
équations qui expriment directement les fonctions

(Ag, B’, Cg) en (A, B, C).

I

. § L.
PROPRIETES DES (A, B, C,.)

Les relations (6 bis) conduisent aux propriéiés et a la
définition des fonctions inverses A, B,, C,, ou des axes de
I'hyperboloide isotherme & une nappe. En effet, si I'on
passe des formules du § 42, qui concernent les fonctions
-A, B, C, a leurs conjuguées en A’, B/, C', on déduira de ces
derniéres, et par les relations (6 bis), le tableau

e=o, o, 2o, 3a, 47,
A=k 1, 5, 1, k,
B,=o, ¥, o, — &, o,
C=¥, o,—F, o, *,

(1)

et les formules

D=A()  Al+2)=A(e),
¢) =£Bi(¢), Bi(s+ 4a’)=B(c),
O=C(e) G (s +4o’)=C0 (o).

H- H- H-

A
(11 bis) { B,(
G (

Dot I'on déduit les conséquences suivantes : la fonc-
tion B, est impaire; les fonctions C, et A, sont paires. Ces
trois fonctions sont périodiques; la période étant 4 &’ pour
B, et Cy, 2w’ pour A,. Par leurs variations de signes et de ,
grandeur, les fonctions B, et C; se conduisent respective-
meént comme les fonctions A et B, ou A’ et B’; B, est donc
un pseudosinus, C; un pseudocosinus. La fonction A, qui
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n’est jamais nulle, et qui oscille entre le minimum & et le

maximum 1, est un pscudorayon comme C ou C’; avec
cette différence que A, arrive & son maximum quand C'
atteint son minimum, et réciproquement.

§ ]JI'
PROPRIETES DES (A,, B, C,):

Les relations (10 bis) conduisent pareillement auk pro-
priétés et a la définition des fonctions inverses A,, B;; Cy,
ou des axes de 'ellipsoide isotherme. A I'aide dé ces rela-
tions, les formules du § 42 donnent le tableau

e=o , o, 2, 3w, 43,
(12) A,=1 , ®, —1, o, 1,
B.=— 4%’ , ®, — 4, o, &,

C=o0+, ®—, 04, ®-—, o,

et les formules

A ()= Ay(e), A (e + fv) = A, (s),
(12 bis) B, () = B, (¢), B.(¢e+4o) =B, (¢),
C(Fe)==F+GC(e), C(e+2a)=C,(s).

D’ott 1'on déduit les conséquences suivantes : la fones
tion C, est impaire; les fonctions A, et B, sont paires. Ces
trois fonctions sont périodiques; la période étant 4 pour
A, et By, 2w pour C,. Par ses variations de signe et de
grandeur, la fonction C, (¢) est analogue a tang¢; nous la
nommerons une pseudotangente. Les fonctions A; et B,
rappellent les propriétés de séc ¢ ; nous les nommerons des
pseudosécantes : il y a toutefois cette différence; que les
limites absolues de A, sont tonjours I'unité et l'infini,
comme pour séc ¢, tandis que ces limites sont la constante &’
et Linfini pour B,.

5.
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§ LIL
CLASSEMENT DES NEUF FONCTIONS.

En résumé, les ncuf fonctions inverses, introduites au
§ 36, comprennent : deux pseudorayons (C et A,), deux
pseudosinus (A et B,), deux pseudocosinus (B et C,), deux
pseudosécantes (A, et B,), une pseudotangente (C,).

Trois de ces fonctions sont impaires (A, By, C,), les six
autres sont paires (B, C; C,, A,; A,, By). De telle sorte que
dans chaque groupe (A;, B;,C,) il n’y a qu'une fonction
impaire, les deux autres étant paires.

On remarquera que la fonction impaire, pour chaque fa-
mille isotherme, forme le dénominateur du terme qui pré-
céde la variation, dans 'équation de cette famille [ tableaux

(1), (3)5 (7))
§ LIII.
TRACES GRAPHIQUES.

Les figures suivantes représentent les tracés graphiques
des courbes ayant pour ordonnées les fonctions A,, B,, C,,
et A,, By, C,, I'abscisse étant toujours le paramétre thermo-
métrique ¢. L’inspection de ces figures, et les lettres qui's’y
trouvent, nous dispenseront d’en détailler la construction.
La premiére figure reproduit les tracés des courbes A, B,
C, afin que I'on puisse mieux saisir leurs rapports avec les
courbes As, By, C,; la période 4w, et conséquemment la
quatriéme partie &, qu'on peut appeler quadrant, étant
les mémes pour les deux groupes. Les courbes y = A, (¢),
et y = By (¢), ont laforme de la courbe y = séce; I'or-
donnée aux sommets est k' pour By, 1 pour A,. La courbe
y =G, (¢)'a la forme de la courbe y = tang ¢ ; mais I'in-
clinaison de la tangente au point d'inftexion est infériepre
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a 45 degrés : car

dC .
—(E’- = A,;B, devient # poure¢=o, 2w, {w.

La derniére figure est analogue a la premiére, les courbes

Ay
\l_‘ e
ATE -
e i
|
3 C
X‘\: _K 2B,
e :
| b
i
|
|
1 ____Aa -
g == :
7 Y — =g e} e ER——— o
; ,'/K . By Ay
! €. e
. B,
N i C,
I
0 (-4 b1~ S 3’

By, Gy, A,, sesubstituant respectivement aux courbes A, B,
C, mais avec, des différences qu’il importe de signaler. Le
quadrant est o’ pour A,, B, C,, et & pour A, B, C. Les deux
courbes y = B, (¢) et y=C, (¢) ont la forme sinusoidale;
mais 'inclinaison aux points d’inflexion n’est pas de 45 de-
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rrés ; elle est maindre pour C,, moindre encore pour By, car
3 1 ] P 19

d .

id—? = — A, B, devient — &’ pour¢ = o', ¥ pour: =3=’,

dBl : 2 ’ ’

= C. A, devient k%' pour e —o0, — k4’ poure = 24/,
p :

de sorte que si 'on fait subir a 'une des deux courbes, B,
et C,, une translation d'un quadrant, paralltlement aux
abscisses, les deux courbes ne se superposeront pas : les
sommets et les points d’inflexion se confondront, mais en
tout autre lieu les deux courbes resteront séparées; la
courbe By, ou le pseudosinus, étant toujours plus rappro-
chée de I'axe des abscisses que la courbe C,, ou le pseudo-
cosinus. L’inverse a lieu pour les courbes A et B, car, aprés
la translation d'un quadrant, le pseudosinus A est toujours
plus éloigné de I'axe que le pseudocosinus B. 1l est 4 remar-
quer que Pinclinaison a l'inflexion cst la méme pour les
deux courbes B et B, ; ]a tangente trigonométrique de cette
inclinaison commune étant k%’ en valeur absolue.

La courbe y = A, (¢) est analogue 4 la courbe C, mais
clle commence par son minimum, tandis que C part de son
maximum. C’est la seule diflérence essentielle; car, d’aprés
les différentielles (6) du § 37,

dA, d?A,

. =BG, —= =4 (C—B]),

et 'on a, aux points d’'inflexion dc la courbe A,,

2
1+ 42 ’_ 1+ A\? 1 —A\? e
n=y SRV () ()

ce qui montre, comme au § 43, que la droite paralléle
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aux abscisses menée par ces points partage la courbe inéga-
lement, les parties supérieures étant aussi plus courtes que
les parties inférieures.

§ LIV.
FORMULES DE TOUTES LES TRANSFORMATIONS REELLES.
Aprés avoir étudié particuliérement le groupe des fonc-
tions inverses (A, B,C), ou (A’, B, C'), nous avons déduit
de cette premiére étude les propriéiés des deux autres
groupes (A,, B,, C,) et (A,, By, C,), a I'aide des relations
(6 bis) et (10 bis) que I'on peut écrire ainsi :

. k A/ B’
A':Eﬂ Bi=#% o’ C.:aa
. G k k' A
P R
1
"' A_ B
- 'l‘:E’ Bl|=k'C—7 C',:E,
A GO ¥ 4 A
\ A’Zk’ﬁ’ B’=F, C,=*% 3

sans indication de la variable ¢, qui est la méme pour
toutes ces fonctions, et en y joignant leurs conjugées, c’est-
a-dire celles qu'on en déduit par le changement de k
en k.
Or, des éliminations faciles donneront les nouvelles re-
lations : :
k A B

A;»: -67‘, B;:ki, .C,::F:,

B A
A= B=*% — C=—>

A’ A’ A

(14)

' g ' ,Al ’ B,
A’=C—.’ B,=# ok C,= ¢’

=8 ¥ _—:A-(i, o=1%

W T AL A, — A’
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qui expriment les groupes (A,, By, Cy) et (A,B,C), a

I'aide du groupe (A,, By, C,); et encore celles-ci

C

kE!

A,

A=4* i}—,, B—= _B_;, C=‘./E,
B c y

Y=g M= 0=t

A= 5:, B,= & %,’ C_fl___xlr,’

qui expriment les groupes (A, B, C) et (A, B,, C,), a
I'aide du groupe (A4, By, Cy). :

Les trois groupes de fonctions inverses sont donc telle-
ment liés, que de 'un quelconque d’entre eux on peut
déduire les deux autres. Les formules d’Euler, exprimées
en (A, B, C) au § 41, donneront facilement les formules
analogues en (A,, By, C,) eten (Ay, B,, C,) : §il s'agit
d’obtenir A, (« == f8), B, (x %= 8), C, (« %= ), on trans-
formera d’abord les formules primitives en (A’, B’, C’)
par le changement de k en ¥, puis on y substituera les
(A, B, €) en (A,, B;, €,) 4 I'aide des derniéres rela-
tions (14); s'il s’agit d’obtenir A, (« == ), B, (« == ),
C; (2 == B), il suffira de substituer dans les formules pri-
mitives les (A, B, C) en (A,, Bs, Cs), & I'aide des pre-
miéres relations (15); et, par des calculs faciles, on isolera
les nouvelles inconnyes. '

§ IJV‘
GENERALITE DE LA PERIODE REELLE.
Les relations (13), (14) et (15) réunissent toutes les

transformations réelles qui peuvent faire passer d’un des
trois groupes (A;, B;, C;) & un autre. Les §§ 48 et 49 in-
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diquent de quelle maniére s'effectuent ces transforma-
tions. Cette liaison générale montre que toute propriété
d’'un des trois groupes a sa propriété correspondantc dans
chacun des deux autres. C’est ainsi que la périodicité
réelle, signalée primitivement dans le groupe (A, B, C), se
retrouve dans les deux autres, avec la seule différence du
changement de & en @/, quand il s'agit de (A,, B,, C,).

On remarquera que pour les neuf fonctions inverses
(A:;; B;, C;), et pour les neuf fonctions conjuguées
. (A}, B;, C), les périodes sont égales & deux ou a quatre
fois & ou w’; ¢’est-a-dire que la connaissance des périodes
réelles, appartenant & ces dix-huit fonctions, n’exige pas
d'autres déterminations numériques que celles des inté-
grales définies & et . Ces deux nombres dépendent d’ail-
leurs du rapport k, et changent avec lui.

§ LVI.
ANOMALIES AUX LIMITES DE 4.

Lorsque k est égal a 2éro ou a I'unité, le systéme des
dix-huit fonctions doit se réduire a celui des huit fonctions
inverses distinctes appartenant aux surfaces de révolution
isothermes du second ordre, et qui sont, comme nous I’a-
vons vu, séce, tange, coséc e, cotang e, et H séc e,
Hiange, H coséc e, H cotang s. A cette limite, la pério-
dicité n’existe plus que pour quatre des huit fonctions, et
leurs périodes ne dépendent que d’un seul nombre qui est .
Pour les quatre autres, la périodicité a disparu, ou bien
leurs périodes réelles sont infinies. Mais nous savons que
ces derniéres ont des périodes imaginaires, et ce nouveau
genre de périodicité ne peiit étre que la trace, subsistant,
4 la méme limite, d'une propriété générale appartenant au
systtme des dix-huit fonctions; propriéié nouvelle qu’il
importe de rechercher et d’étudier.
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Aprés avoir trouvé en quoi consiste cette propriété, nouns
aurons a examiner de plus prés la transformation, en
apparence si subite et si discontinue, d’un systéme général
de dix-huit fonctions inverses, qui se réduisent a huit seu-
lement. On congoit, en effet, qu’en suivant une quelconque
des dix-huit fonctions du systéme général, dans tous les
états de grandeur que fait naitre la variabilité du rapportk,
on doit trouver ce qu'elle devient, ou quelle place elle oc-
cupe, lorsque k est égal a zéro ou & I'unité. C’est 1a ce que
nous chercherons.
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SIXIEME LECON.

Transformations imaginaires des fonctions inverses.—Périodes imaginaires.
— Double périodicité. — Transformations complémentaires.— Valeurs qui
annulent et rendent infinies les fonctions inverses. — Multiplication des
transcendantes. — Découverte d’Abel.

§ LVIL
DEEIN[TION ET EXEMPLE.

Les neuf fonctions (A, B;, C;), jointes a leurs conjuguées
(A; B; C;), forment six groupes, contenant chacun trois
fonctions inverses d'une méme famille de surfaces isother-
mes. Nous avons vu comment, 4 'aide d’une transformation
réelle, on pouvait passer d’'un des six groupes 4 un autre,
canvenablement choisi. Il s’agit maintenant de rechercher
si le méme genre de passage peut aussi s'opérer i l'aide
d’une transformation imaginaire. Un exemple, pris dans le
systéme des surfaces isothermes de révolution, définira ce
nouveaun procédé.

On sait quc les fonctions inverses appartenant aux hyper-
bolaides de révolution & une nappe sont

E-(—E—)a E(s'), ou Hséce, Htange.

Or si 'on change, dans ces fonctions, ¢ eney —1, on a
_identiquement

1 1 & (e \/:) sin ¢

E(y—1) s E(sy—1) ©  cost’

ou

SN N

H séc (e djx) = séce, H tang(e V=1)=V=1 tangs.;
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et séc ¢, tang ¢, sont les fonctions inverses des ellipsoides
planétaires , auxquelles on est ainsi passé, a I'aide d’une
transformation imaginaire.

§ LVIIL ,
METHODE DE RECHERCHE.

On observera que, dans cet exemple, la fonction paire
H séc (e V—1)a produit directement la fonction paire séce,
et que la fonction impaire H tang (¢ y— 1) n’a donnéla
fonction impaire tange qu’avee y— 1 pour coefficient. Cette
remarque, toute simple qu'elle soit, est la clef, ou le point
de départ de la recherche qu’il s’agit de faire. En effet, s’il
est possible de passer d’un des six groupes du systéme géné-
ral 4 un second, par le changementde ¢ ene y— 1, la fonc-
tion impaire du premier groupe doit donuer la fraction im-
paire du second, avec y— 1 pour coefficient; c’est-a-dire
que si F et G sont ces deux fonctions impaires, on devra
avoir

(1) F(eV=1)=Vy—16G(e).
Il est d’abord évident que, F étant une fonction impaire
quelconque, le résultat du changement de sa variable ¢ en

€ \/_-—-_l donnera toujours le produit de V—1 par une fonc-
tion'impaire G de & ; mais pour que, F étant une fonction
inverse, G en soit une autre, il faut certainement une
condition. Cest cette condition qu’il faut trouver.

_ § LIX. .
CONDITION D'UNE TRANSFQRMATION IMAGINAIRE.

Rappelons la liaison d’'unc fonction inverse impaire avec
sa variable. Les équations (6) du § 37 donnent, pour les
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fonctions impaires A , B,, C,,

dA dB, dC,

de —m — —m ——— — —.
*=BCTCA, _AB,

Si, a I'aide des relations (5) du méme paragraphe, on
substitue les valeurs de Bet Cen A, deC, et A, en B,, de
A, et B, en C,, les fractions

dA dB, dC,
k]
@) JF=AVi—& V=B VP~ B VF+CVitC

seront respectivement les différentielles des variables dont
A, B,, C, sont les fonctions inverses; et les fractions -

dA’ ' dB', dC, .
’ —
s/lc”—A" JI—A" \/"’_B,|,\/"I2+B,|2 \/l"+C',’ \/I+C',’,

(3)

exprimeront respectivement les différentielles des varia-
bles ayant A’, B, C| pour fonctions inverses. Désignons gé-

. . . d )
néralement les six fractions (2) et (3) par a—j—, le déno-

($*)
minateur symbolique indiquant le produit de deux radi-
caux en §?, dont la forme différe avec &.

Cela posé, F et G étant deux des six fonctions A, B, , C,,
A, B,, C,, on a, par hypothése, I'équation (1), ou sim-
plement F = G.y/—1. Or, la variable de F étant ¢ /—1,
LI
R (F?)?
variable de G étant ¢, la différentielle d.e¢ de cette va-

dG
R (G?)
doit donc avoir

la différentielle d.c —1 de cette variable sera

riable sera ; et, puisque d.e y—1 = y—1 d.c, on

dF — dG
@ &) VT R(E)

Telle est la condition nécessaire pour que le changcment
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de ¢ en ¢ /—1 transforme la fonction impaire d’un des six

groupes, dans le produit par y—1 de la fonction impaire
d’un autre groupe.

§ LX.

TRANSFORMATIONS IMAGINAIRES DES (A, B, C,).

Il est maintenant facile de reconnaitre, a P'inspection
des six fractions (2) et (3), quels sont les couples de fonc-
tions impaires qui se prétent a ce genre de transformation.

Ona d’abord le couple (A, C,), car si dans la fraction

dA
JF—_———-_-A’——F-—_T’, on pose A =—y—1 C',,

elle devient

dC,
V=1 2

l ¥/
VAt C Vi C,
et]a condition (4) est vérifiée. On a aussi le couple (B,, B)).

car si dans la fraction

dB,
VAT =Bk +B?

y onpose B=\—1B,

elle devient
dB

V= :

VF—B,JF + 8B,

. et la condition (4) est encore satisfaite.

Le premier couple (A, C,) a son réciproque (C,, A);
ces deux ont leurs conjugués (A’, C;), (C,, A'); le second
couple (By, B)-a son réciproque (B', B,) qui est en méme
temps son conjugué; ce qui donne exclusivement six cou-
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ples sur lesquels I'épreuve réussit. Il existe donc, pour les
six groupes. du systéme général que nous étudions, six
transformations imaginaires qui sont respectivement défi-
nies par les six formules .

A (ef=1) =V=1C,(e)
C, (sV—1) = V=14 (s),
(5) | A (eV=1)=V—=1C (o),
G (sV=1) =V=14"(2),
B, («f—1) = v—xn.m,
B, (sV=1) = V=18«

A chacune de ces formules il faut joindre les fonctions
paires correspondantes, lesquelles se transforment sans
coefficient ; on les obtient & 'aide des relations (5) du § 37,
ce qui donne le tableau suivant :

B (sV—1)=B,(s), C (sV=1)=A4,(c),
B, (eV—1)=B(s),  A,(eV—1)=0C(e),
B (V=)= Bi(s), € (eV=1)=A(),
B, (sV=1)=B'(c), A(evV=1)=C(e),
C(ov=1)=A(c), A(V=1)=Cl(e),
C(eV=1)= A(e), A (s¥V=1)=0C(e).

(5bis) {

§ LXI.
PERIODES IMAGINAIRES. DOUBLE PERIODICITE.

Ces formules (5) et (5 bis) établissent facilement la dou~
ble périodicité des neuf fonctions inverses (A, , B;, C;); car,
puisque chacune d’elles a une période réelle, il résulte des
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liaisons précédentes qu'elle a aussi une période imaginaire.
En effet, prenons particuliérement la fonction A, ; on sait
déja qu’elle ne change pas quand on augmente la variable
de 27w’, i étant un nombre entier quelconque ; mais dans la

formule C’ (ey—1) = A, (¢), prise au tableau (5 bis), le
premier membre ne changera pas non plus, quand on rem-
placera sa variable ¢ V—1 par e V—1—4 jo, j étant en-
core un entier quelconque, ou par (¢ + 4j& yV—1)y—1,
C'est-a-dire quand on ajoutera 4jwv—1 i ¢; le second
membre A, (¢) de la méme formule devant jouir de la méme
propriété, il s’ensuit que la fonction A, ne change pas quand
on ajoute zijvx\[: i sa variable. On a donc, en réunis-

sant les deux additions périodiques,

A.(e + 2ia’ + 4]6!\/:——1) = A,(s).

Les autres fonctions inverses, considérées successive-
ment, en ayant égard aux différences des périodes réelles,
signalées aux §§ 43, 50, 51, conduisent 4 des conséquences
analogues, et 1’'on a le tableau

A A
B (¢ + fio+ 4ja'V—1)=B(:),
C (s+2im+4jm'\/_——l)=c
A.(e+2ia'+4jm’ \/-—-_l):A.(a),
(6) B, (E+4im'+4ju: \/:—l)—_— .(6),
C.<e+4im'+2ja l/:_;)
A,(e+4im+2jm'\/?)=;h(s),
B, (¢ + fiw + fjo'V—1) =By (e),
Cz(s+2iw+4jm'\/:—)=cz(s);
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qui résume a la fois la double périodicité des neuf fonctions
(A:,y B;,y C;) etles variations que subissent leurs périodes,

" quand on passe d’une fonction i une autre. On aura un ta-
bleau semblable pourles fonctions conjuguées (A}, B}, C}),
en changeant & en o', et réciproquement. En résumé, les
dix-huit fonctions du systéme général ont chacune une pé-
riode réelle et une période imaginaire; et toutes les pé- -
riodes ne dépendent que des nombres & et &',

§ LXIL
TRANSFORMATIONS COMPLEMENTAIRES.

- L’introduction de certains compléments, différents d'un
groupe a I’autre, conduit i d’autres formules de transfor-
mation qu’il importe de connaitre. Rappelons les équa-

tions (6) du § 48, qui donnent en y joignant leurs conju-
guées , '

(7) A, (g)=C' (v'—e), B, ()=B'(&'—e), G (s)=A’(n'—¢),
A (e)=C (v —¢), B (s)=B(w—s), C|(s)=A(m—s).

Dans la derniére de ces formules, changeons ¢ en ¢ y—1,

A (5 —¢y—1) sera égal a C, (e Y—1), qui, d’aprés le ta-
bleau (5), est égal a A,(¢); en outre, on peut écrire
Alo—e V—1) sous la forme

A=Y=+ ay=T)]s

ou, A étant une fonction impaire, sous celle-ci

— A(¢+ay=1)V=1],

et, d’aprés le tableau (5), cette derniére expression est

-

égale a ’/I—_ C.(¢ + @ ¥=1). On a ainsi la premiére ligne
—} .

6
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du groupe suivant :

Ale—ey=1)=C, (e,/_—,.)zA.(a):\['__lc,(sH\f:.),
(8) B(e - sV—1)=B, (y=1)=y—1B,(s)=B, (e +-= y—1),
C(w——(\/:l)=A'l(e VI:T):_C‘(t):A', (z+rsV:),

les autres lignes résultant des mémes transformations et de
rapprochements semblables.
Le groupe (8) conduit au tableau que voici :

(3 —eyV=1)=A/(e),
(m’ 5\/ l) d—' BT(e),
(@ —ey=1)=C.(s);
M(o' V=1 —e)=A(eV=1),
(9) B.(o V=1 —¢)=—B/(:yV—1),

/ C,(cr'y/:;——a)z :TC‘(EV:T);
A,(m—i—w'“rl-——e):A(s),
B,(m-l—t:r'\/:l--—e):: f-IB(E),

C, (w+u’\/—~—l—e)=\/:C(e)

ﬂﬂ??

La premiére case élait écrite. Pour la seconde, on rem-
place D'équation A (e+wV—1)=A(e V—1), incluse
au groupe (8), par sa conjuguée Ay(o' V=1 +¢€)=A,(eV—1),
puis on change le signe de ¢; et les autres formules de la
méme case s’obtiennent de la méme maniére. La troisiéme
case se déduit des deux autres : car si, dans la premiére
formule de la seconde case, on change ¢ en ¢ — @,

A(o+ow y—1— ¢) sera égal a A, [(s —B)y—I ] qui,
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d’aprésla premiére case,estégala A XG—\/:[(E——G) v—ili,
ou a A (&); etles deux autres formules résultent de la méme
opération.

A T'aide des tableaux (6) et (9), aussi importants I'un
que 'autre, on détermine toutes les valeurs réelles et ima-
ginaires de la variable, qui rendent une quelconque des
neuf fonctions (A, B;, C;), ou nulle, ou infinie.

§ LXIIL
VALEURS ANNULANT LES FONCTIONS INVERSES.

Dans le premier cas, on sait déja que
A{o)=o0, B(w)=o0; B,(0)=90, Ci(s')=o0; . C;(0)=o.

Pour la fonction C, la dernié¢re formule du tableau (9)
a son premier membre nul quand ¢ = + &’ y—1, il doit

en étre de méme du second; donc C (6+w'y—1)=0.
Pourlafonction A,,la premi¢reformuledu méme tableau (g)

. o
a son premier membre nul quand == y—1

il doit en étre de méme du second; donc A, (w \/_—_-_f ) =o.
Pour la fonetion B,, le second membre de la seconde for-
mule de la deuxiéme case du tableau (g) étant nul pour
¢=o0, il doit en étre de méme du premier membre; donc

B, (&' y—1) = o. Enfin, pour la fonction A,, le second
membre de la premiére formule de la méme case étant nul

quand ¢ = — o, le premier donne A, (s+v'y—1)=o0.

Si, a ces valeurs particuliéres, on ajoute les multiples
indéterminés des deux périodes qui appartiennent a chaque
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fonction , d’aprés le tableau (6), on aura

A (fiv+2ja'y=1)=0,
B[(4i+1)o+4jc’y—1] =0,
Cl(2i+1a+ (4/+1)s'V=1]=0;
A.[zia'+(4j+ 191 F;]:o,

(lo') < Bc(4iu'+4jm\/-_—_l-)=o,
C.[(4i+l)w'+ 2jw \/:_l]=0;
Ali+)e+(2j+1)0 Jy—t= o,
B,[4iw+(4j+l)m'\/:—l-]:o,

G (3 + 4w V=) =03

JE—

quels que soient les entiers 7 et j. Et, par I'indétermination
de ces deux nombres, les parenthéses du tableau (10) re-
- présentent toutes les valeurs réelles et imaginaires de la
variable, qui rendent nulles les fonctions (A, B;, C,).

§ LXIV.
VALEURS RENDANT INFINIES LES FONCTIONS INVERSES.

Dans le second cas, on sait déja que les fonctions A,,
B,, C; sont infinies, quand leur variable est égale a w. En
conséquence, et d’aprés la troisiéme case (g), les fonc-
tions A, B, C seront infinies, quand leur variable sera
égale 3 o' V—1; et, d’aprés la deuxiéme case, il en serade
méme des fonctions A,, B,, C,, quand leur variable sera
égaleav’'+ow V—1(car—e YV —1 =o'+ o YV—1 donne
o'V—1 —c=u). o

Si I'on substitue respectivement ces valeurs particu-
liéres de ¢, dans les formules du tableau (6), il donnerale
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suivant ;

{ A[4im’+(2j+l)m'\/———?]=w,
B[4im+(4j+1)a'V=1] =0,
C [2iu+(4i+l)w’ \/——llzw;

Ali+n e +{§j+1)sV=1]==,

(11) B|(4i+1)a'+(hj+)wy=i]=c, ’
Cl(4i+1)a' + (2j+1)sV=1]=w;
Af(fi+)o+2j0 V=1]=0,
B.[(4i+1)m +4jo V=1]=w,
C[(2i+1)o +4jo' V=1]=c.

Et, par I'indétermination des deux nombres entiers i etj,
les parenthéses de ce tableau (11) représentent toutes les
valeurs réelles et imaginaires de la variable, qui rendent
infinies les fonctions (A, , B;, C;).

§ LXV.
MULTIPLICATION DES TRANSCENDANTES.

Désignons par F une quelconque des neuf fonctions in-
verses, et représentons les formules qui la concernent aux
tableaux (10) et (11) par les suivantes :

(12) F{lr+Vpy—1)=o0, FIr4+¥Vpy—1)=w;

rétant égal 4 &, p a &', si F appartient a 'un des groupes
(A, B, C) ou (A,, By, G,); et inversement, r étant égal
aw', pa o, si F appartient au groupe (A,, By, C,); les .
quatre nombres entiers 1, 1’, J, J', ayant chacun, suivant
le cas, 'une des quatre formes 2p, 2p +1, 4p, 4p +1.
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11 s’agit de résoudre le probléme suivant : ayant posé
F(e)==z, F(ns)=X,
ou n est un nombre entier, on se propose de déterminer X
en fonction de x. Il résulte des formules (12) que, pour
toutes les valeurs de x comprises dans I'équation.
(13) x=F (I.ilzd:l ) ’

X sera nul; et qu’il sera infini pour toutes les valeurs de x
que comprend I'équation

1) ,=F(J'_-'~-"’f_\£:_—*).

D’aprés le tableau (6), le nombre des valeurs distinctes
de x, données par chacune des équations (13) et (14),eny
faisant varier les entiers I, Y, ¥, J, est limité; il ne saurait
surpasser n’. ’

On peut conclure de la que X s’exprimera en z, par
une fraction , dont le numérateur sera le produit de tous
les facteurs distincts de la forme

[J; —F (I—f—%)] ’

et le dénominateur le produit de tous les facteurs distincts
de la forme
.
[, —F ( I deV—1 ) ] ;

cette fraction étant multipliée par un coefficient constant.
On aura donc, en employant une notation connue,

‘ n‘[x__F(uHr: ,/'_—)]

(15). X=M —

)|
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la constante M pouvant étre déterminée, i 'aide d’une
valeur particuliére de ¢, a laquelle correspondent des
valeurs connues et convenables de *x = F (¢), et de
X=F(ne).

- § LXVL
DECOUVERTE D’ABEL.

Telle est la solution générale du probléme de la multi-
plication des transcendantes elliptiques. Telle est aussi la
véritable découverte d’Abel, comprenant a la fois la double
périodicité, ou le tableau (6), les tableaux (10) et (11),
ou les séries des valeurs de la variable qui annulent et
-rendent infinies les fonctions étudiées ; enfin, la for-
mule (15), qui était le but principal. Restreindre cette
découverte a sa premiére partic, comme on le fait souvent,

“c’est méconnaitre son importance et sa grandeur.

. En effet, la véritable question que se proposait Abel,
c'était le probléme de la multiplication des transcendantes
elliptiques, dans toute sa généralité. Les cas particuliers
qu'on en connaissait, indiquaient la forme algébrique et
fractionnaire de la solution. Il s’agissait donc de composer
le numérateur et le dénominateur de cette fraction. Pour
cela, il fallait chercher et trouver les séries des valeurs de la
transcendante , annulant et rendant infinies les fonctions
inverses. Et pour obtenir ces séries complétes, il était in-
dispensable d’établir la double périodicité. Telle a éié la
marche analytique de la découverte dont il s’agit.

Les formules établies dans cette legon ont prouvé, de la
maniére la plus directe, que les fonctions {A;, B;, C;) sont

* doublement périodiques, et peuvent toutes servir a ré-
soudre le problé¢me de la multiplication des transcendantes.
Les mémes formules signalent en outre plusieurs diffé-
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rences caractéristiques entre les neuf fonctions inverses.
Voici les principales.

Si I'on appelle collectivement quadrant les nombres &,
o/, sV—1, &’ y—1, on peut dire que le tableau (6) em-
ploie deux sortes de périodes, les unes 4 deux quadrants,
les autres & quatre. On remarque alors que, pour tout B;,
la période réelle et la période imaginaire sont a quatre qua-
drants, tandis que, pour chaque A; ou C;, I'une des pé-
riodes est 4 deux quadrants, I'autre a quatre.

Abstraction faite des indices et de ’accent , les transfor-
mations imaginaires des tableaux (5) et (5 &is) changent
les A en C et réciproquement les C en A, tandis que les B
sont conservés. Cette loi s’observe aussi pour les transfor-
mations complémentaires réelles (7). A ce groupe de trans-
formations réciproques, on peut opposer celui des trans~
formations complémentaires imaginaires du tableau (9);
Iesquelles sont directes, car dans toutes les A, B, C sopt
conservés; ce qui devait étre, puisqu’on obtient chacune
des formules (9) & l'aide de deux transformations réci-
proques, faites successivement, comme l'indique le 1a-~

bleau (8).




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 89

SEPTIEME LECON.

Formules d'Euler exprimées en (A, B, C), en (A, B,, C,), en (A,, B, C,).
— Formule unique qui les comprend toutes. — Caractére général des
fonctions inverses (A;, B;, C,). — Compléments naturels de la variable.—
Formules des fonctions complémentaires. ' ’

§ LXVIL

RAPPEL DES FORMULES-D'EULER EN (A, B, C).

Les formules d’Euler, exprimées au § 41 a l'aide des
fonctions (A, B, C), conduisent  une psopriété différen-
tielle, commune aux neuf fonctions inverses (A;, B;, C;),
et en quelque sorte indépendante du rapport k. Cette pro-
priété pouvant servir a caractériser exclusivement la classe
de fonctions dont H s’agit, nous ne croyons pas qu’il soit
inutile de la faire connaitre. )

Les formules du § 41 sont les suivantes :

A(ackp)— 4 M)B(B)CUB)E A (B) B () Cx)

K —A*(a) A7 (B) ’

__; B(2)B(B)-A(«)C(«)A(B)C(B)

(%) B(aZ=p)=14 k’tA’(a)A’(p) ’
¢ oty PE@C()TA(:)B () AB)B(B).

= ¥R (@) K (B) ’

il s’agit de les exprimer a l'aide des fonctions (A,, Bs, C,)
Pour cela, rapprochons aussi les formules (10) et (1o bis)

Y
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du § 49, lesquelles sont

k _ ., C(s)
A ()= A(a—s)_‘-B(s),
C(o—c¢ k&'
(2) B (o) =k peo T =g
B(o—s) . A(s),
Gl = o=~ 80

Ne conservant que les deux premiers membres de chacune,
on en déduit, par des éliminations faciles,

C,(
Asfe)

Ne prenant maintenant que les membres extrémes des
formules (2), les mémes éliminations donnent

 C(o—e) =200

(3) Al — ) 2 ()

— B(g—¢) =

A()

C. k& A,
A=}tZy, B—=—, C=HF=—=
(4) 5’ B B,
sans désignation de la variable qui est la méme pour les six
fonctions. Ces derniéres relations étaient écrites: ce sont

les premiéres du groupe (15) au § 53. )

§ LXVIIL
LEUR TRANSFORMATION EN (A,, B, C,).

Si dans les formules (1) on change x en & — o, a2 =8
deviendra @ — « == 3, somme que nous désignerons par e.
On pourra exprimer: 1°les fonctions (A, B, C) dew —a
a I'aide des fonctions (A, , B,, C,) de « par les relations (3);
2° les fonctions (A, B,C) de e et de B, 4 l'aide des fonc-
tions (A, , By, C,) des mémes variables par les relations (4);
et, en supprimant le facteur k commun aux deux membres,



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 91

la premiére formule (1) deviendra

kKA (B) 4, Ci(B) , Ca(2)Ba(a)
Ci(e) _ M) Bi(E) —Bi()"  AL(x)
B.(e) o R Ci(P)

T Al(e) Bi(P)

et 'on aura définitivement

) Gle)  F A ) MBI (a) Cola) B(B)C(B),
B.(e) A (=)B3(B) — &2 Ci(B)
par des calculs de réduction trop simples pour qu'il soit-

nécessaire de les détailler. Les deux autres formules (1)
donneront de la méme maniére

1 __Bi(B) Ca(a) Av(a) = B(2) Co(B) As(B)

6 |BE) T ARaB(B)—FC )
* | As(e) _ As(a)By(a) As(B)Bo(B) = K Ca(a) Ci(B),
e \B(9)~ A3 («)B}(B)— #Ci(P)
§ LXIX.

SYMETRIE DU DENOMINATEUR.

Le dénominateur commun des fractions sises aux se-
conds membres des équations (5) et (6) est, malgré I’ap-
parence contraire, symétrique en « et 3. En effet, si 'on
extrait du groupe (5), § 37, les deux relations

(7) Bl=Al—k, Cl=Al-—1,

on peut exprimer ce dénominateur en A, seulement; il de-
vient alors

{A2(a)[A2(B) — & ]— R[AZ(B) —1]},
ou, en réduisant,

(8) - [h— #[AI() + LB+ AL (=) AT (B)],
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expression symétrique cue nous désignerons par D. On
arrive encore a cette méme expression cn réduisant le fac-
teur

(4243(a) + B} (2) C3(B)],
ou

{(1— #) A2 () + [A}( a) — A J[A](2) =]l
D'ou il suit que D peut s’écrire sous les quatre formes
[A3(«)B;(B)—#CI(B)],
[A:(ﬁ)B:(a)-IIC;(“)L
[#7A%{«) + B} («)C;(B)],
[#7A3(B)+ B} (B)Ci(e)],

lesquelles sont conséquemment égales entre elles.

(9) -

§ LXX. . .
ISOLEMENT DES (A,, B,, C,). .

Il faut maintenant isoler les fonctions A,(e), By (e), C,(e)
dans les équations (5) et (6). Cet isolement a déja lieu
pour B, (e), car il suffit de renverser les fractions dans la
premiére des formules (6) ; mais afin de ramener le double
signe au numérateur, il faudra multiplier les deux termes
de la fraction par

[B:(B) Ca{@) Aa{) == By(a) C:(B) As(B) ]
son dénominateur deviendra ainsi
[B:(B)Ci(«) A7 (2) —Bi(«)C;(B)A(B)]-
Or cette quantité est égale au produit de D par
(A:(«) — A3 ()]s

car a 'aide des relations (7) elle devient

{[AL(a) — A ()] [AL(B) — A1) —[AL (B)— A2 (B)] [AZ(®) —~ A1},
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ou bien, toute réduction faite,
[Al(a) — AJ(B)] |4 — K2 [Al(a) + AJ(B)] + Al (=) A (B)}.

De la résulte qu'en supprimant le facteur commun D, on
aura définitivement

) A, =+ B,(«)C, 2
(1)  B,(e)= B{BIG( )f:;if))—f;(( ﬁ))c (B)A:(B),

Si 'on muliiplie, par cette équation, la seconde équa-
tion (6) et 'équation (5), As(e) et C, (e) sont isolés, ct
I'ona

An(e) = MBIB(2) G (@) As(a) Bo(B) G:(B),
T Aj(a)—A(B)
| cite)= Ca(2) As(B)B2(6) == Ca (B) As () Bu(B),
T Al(«) — AT (P) ’

en supprimant encore D, qui est facteur au numérateur de
A, (€) sous les deux premiéres formes (9), et sous les denx
derniéres au numérateur de C,(¢). (Devant employer fré-.
quemment le procédé de transformation qui fait I'objet -
des trois derniers paragraphes, nous avons pensé qu’il était
utile de détailler, 4 peu prés complétement, les calculs re-
latifs 4 ce premier exemple; nous irons plus vite dans les
autres applications du méme procédé.)

(1)

§ LXXI.
ANALOGIE DES FORMULES EN (A, B, C,).
D’aprés les relations (7), on a
[A3(«) — A3 (B)]=[B; («) — B; (B)]=[C;(«) — C3(B)],

et 'on peut exprimer le dénominatcur de By(e) en B,,
celui de C, (e) en C,. Par suite de cetic modification, les
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valeurs (10) et (11) ont une analogie de forme remarquable,
et qui va se dessiner encore plus.

Pour simplifier, posons généralement

A(PIB(G)T MBI GIB) _

A} (a) - ( p)
Bi(B) Ci(=)Ai@) 5 Bi(a) Ci(B) Ai(B) _
(12) B(a) — B}(B)

Ci(B)Ai(a)Bi(a)5=Ci(«)A:(B)Bi(B)
Ci(=) —Cip)

=T

" Avec cette notation, si 'on intervertit les signes, c’est-a-
dire si I'on remplace partout &=t par =1, e devenant
o —a=xf ou o — (af), les formules (10) et (11) s'é-
crivent ainsi:

&y =A@ — (e B)],
(13) ¥ =B, [z — (az£ )],

N = Glo — ()],

Or, d’aprés les relations

d
B.C,= —51,, CiA, =
]

dB, __dC,
2. MB=0

extraites du groupe (6) au § 37, on a identiquement

NUESEINOE
W= (a)—A’(m ’
W= B’( )—B:(@) ’

dC,( a)__ ., dC(B)

C.(B) C(a) ——
e (B FCi(=) a5

\ (a)—Ci(ﬁ)

et par la substitution de ces valeurs, I'analogie devient
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telle, que I'on peut réunir les trois formules (13) en une
seule, de la maniére suivante.

§ LXXII.
FORMULE UNIQUE POUR LES (A, B, C,).

Désignant par F une quelconque des trois fonctions
(A4, By, Cy), on aura

dF( F (e )dl;(

l""( ) —F(B)

F(p)

(15) P —gF[G— (akp)k

le coefficient g étant 'unité pour A, et B,, et =1 pour
C,; la constante G étant , dans les trois cas, égale a w, ou
a la valeur de la variable qui rend infinies les trois fonc-
tions A,, B,, C,; ce qui devait &tre, car en prenant les
signes inférieurs, et faisant § = « , I'équation (15) devient
L2B(2) _ P (G),ouF (G)=c.

1l s’agit d’établir que les six autres fonctions (A, B, C)
et (A,, B,, C,) vérifient la méme équation (15); en don-
nant au coefficient g des valeurs convenables, et a la con—

stante G la valeur &’y — 1 qui rend infinies-les fonctions.
(A, B, C), si Fest I'une d’elles, et la valeur o’ + @ V—1
qui rend infinies les fonctions (A,, By, C,), si F appartient
acegroupe.

§ LXXIIL
VERIFICATION POUR LES (A, B, C).

Pour les fonctions (A, B, C), ayons recours & la seconde’
transformation imaginaire des groupes (5) et (5 bis) aw
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§ 60, en y changeant le signe de ¢, elle donne

(V== = a0,

(8 N\ (—ev=)=3(),

A (—ce V=1)=C(e).

Prenant les conjuguées des formules (13 ), remplagant « par
—ay—1, B par — By —1, et passant des (A}, B, C,)
aux (A, B, C), a I'aide des relations (16), les &, w;, T,
des premiers membres deviennent respectivement

1 1 I
T, Wy, ———— A

=" = =

aux seconds membres la variable est devenue

g+ (aEB)V—1 ou —[a'y—1—(axp)]y—1,
et les fonctions (A’,, B}, C,) de cette variable sont reépecti-
vement égales aux fonctions C, B, 71_=l A, de la variable

o'V —1 — (a== B), d’aprés les relations (16). On a donc
définitivement, par toutes ces substitutions, et en renver-
sant 'ordre des équations ,

|+ =l V=T (enl,
(17) ——\/—IB[m\/—t— ],
Vel =i e

or, d’aprés les relations (6) au § 37,
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on a donc identiquement

! A(ﬁ)dA )_A(a)dA(ﬁ)

1 dp
v Pyry Ty ’
(18) B(?’)dl;(:)q: (“)‘“{3‘(;)
Wy = ’
B (<) — B (§)
GOE S O
r=- T (a) — C(B)

et, par ces valeurs, les formules (17) se fondent dans la
formule (15); la constante G étant alors &’y — 1, et le

coefficient g étant == 1 pour A, Q/‘-—I—_l pour B et C.

§ LXXIV.
VERIFICATION POUR LES (A, B, C,).

Pour les fonctions (A,, B,, C,), rappelons la premiére
casc du tableau (9) au § 62; en y changeant le signe dee,
elle donne

A(!:!-I—S\/:) =A|(5)’
(19) B(a+e¢:)=ﬁn.<e>,
C(.cr—i-t\/—-_l)::C.(c).

N'éerivons les formules (17) qu’avec les signes inférieurs,
etconséquemment le second membre de la premiére avec
le signe — seulement. Remplagons & par & + ay—1, 3 par
@+ B y—1, et passant des (A, B, C) aux (A,, B;, Cy) &
laide des relations (19), les &, v, T des premiers mem-

7
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bres deviennent respectivement

1 1 B
——— «‘-u ) - = ‘U‘dl 9 7_——- I'l'
—1

V—1 —1
Aux seconds membres la variable est devenue
V=1[o'+(@—p), ou o+[o+ay—1—(—8)|y—5

et, d’aprés les relations (19), les fonctions (A, B, C) de
cette variable sont respectivement égales aux fonctions

(A,, ~/'__ B,, C,> de la variable nouvelle

m'+m\/:;—- (e —B),

que nous désignerons par u. Substituant ces valeurs dans
les formules (17), toujours écrites seulement avec les signes
inférieurs, ou a d’abord

A...:——_I_A. «), %.::—-l—B. u), I‘.:I—C. w).
o () (x)

=

Rétablissant maintenant les signes supérieurs, c’est-a-dire
mettant o= B, (8) au lien de B, (), seule fonction impairc
de 3, ce qui exige que 'on multiplie la seconde équation
par == 1 pour conserver a v, la forme (12); on a définiti-
vement

| b= == Ao+ my 1= (a=B)],

V—1 .
=TT [0+ oy T (e8]
\ rl:'—'cl[w,"‘am—(aip)];

or, d’aprés les relations (6) au § 37,

(20)

dA dB dC
27? amzd* AB = ——:

Bl Cl

H
de ’

W
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on a donc identiquement

dA(a)__ dA, (B)

A (B) da +A.(a)_76____
clo.: ,
Al(x)—AT(B)
(21) / B.(B) dl:;ia)$B,(a)(£:;_p(__p_)
b= _ ,
B ()= BI(B)
Cl(ﬁ)il%';(ﬂxc,(a)d_‘j%?_)
Q= — ,

\ Cl (=) —CI(B)

et, par ces valeurs, les formules (20) se fondent encore
dans la formule (15); la constante G étant cette fois

[ _— . A 1
o'+ wyV—1, et le coefficient g étant ——= pour A,

—_1
=+ y—1 pour By, 1 pour C,.

§ LXXV.
CARACTERE GENERAL DES (A, B, C).

La vérification est maintenant compléte. Les neuf fonc-
tions (A;, B;, C;) ont la propriété commune de satisfaire
a 'équation différentielle (15), la constante G étant la va-
leur de la variable qui rend infinie chacune de ces fonc-

- o , 1 —

tions, et le coeflicient g élant *1, \/:, =+ y=1, 1, ou
—1

F 1. Le tableau suivant résume, d’une maniére simple et

facile a retenir, la correspondance de 1a fonction, de la con-

stante G, et du coefficient g :

G: o'y—1, u'—m’\/—-l, o.

(220 F: A, B, C; A, B, C;AyB,G .
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On voit que les fonctions impaires A, B,, C, sont les
seules pour lesquelles le coefficient g est affecté d'un double
signe, et que les valeurs =1, &= y—1, =1, correspon-
dantes i ces fonctions, forment une progression géomsé-
trique dont la raison est V—1; ces doubles valeurs occu-
pent les extrémités et le milieu de la série g; le premier

. . . .1
intervalle est composé de trois valeurs simples, égalesa ——,
1

la seconde de trois autres égales a I'unité; et il y a encore
ici la méme raison y—1.

§ LXXVI.
SECONDE FORME DU CARACTKRE GENEKRAL.

Autrement : Si Fon désigne par § la fraction (12) qui
correspond a F (c'est-a-dire la fraction dont le dénomina-
teur est [ F* () —F* (8)], et qui a pour numérateur deux
termes séparés par le double signe =, le premier étant le
produit de F () par les deux autres fonctions inverses du
méme groupe avec la variable «, le second étant le produit
dé F («) par les mémes fonctions avec la variable f3), les
formules (17), (20) et (13) seront toutes comprises dans
celle-ci :

(23) F=#iF[G—(axB)];

la correspondance de la fonction F, de la constante G et du
coefficient 7, étant résumée au tableau suivant:

G: o' —13 o +oy—1; =
e . —————— . I~ ~ .
(24) F:. A’ B ’ C ) Al’ Bt ’ Cl; Ah Bh C:-

h:il,\/:,\/———l; '—\/:‘_?: i\/:; —1; 1, 1, F.

L
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La série des % est moins simple que celle des g; elle en
différe en ce que les termes simples du premier intervalle

—_ . 1
ont pour valeur absolue commune V—1 au lieude -,
— 1

et que les deux termes qui touchent celui d.: milicu ont le
signe —.

§ LXXVIIL
COMPLEMENT NATUREL.

On a ainsi deux modes différents pour caractériser les
fonctions elliptiques : I'équation différentielle (15) et le
tablcau (22), ou la formule (23) et le tableau (24). Ces
deux modes ont toute la généralité désirable, car, dans
aucun d’eux, le rapport k n’entre explicitement; la con-
stante G dépend seule de ce rapport. En outre, la for-
mule (23 ) exprime, de la maniére la plus simple, le.groupe
des formules d’Euler, si importantes dans la théorie des
transcendantes et des fonctions elliptiques.

Cette généralité et cette simplicité donnent une impor-
tance réelle a la constante G, qui joue ici le role prin-
cipal. Cette constante est la valeur de la variable qui rend
infinie la fonction inverse; telle est sa définition. Mais la
place qu’clle occupe dans les équations (15) et (23) lui
donne un nouveau caractére; ¢ étant la variable ou la
transcendante, (G — ¢) est un complément en quelque sorte
naturel de cette variable; et 1’on peut dire que la for-
mule (15) ou (23) donne la fonction F du complément de
{@ £ ), a 'aide des fonctions F de «, et ¥ de 8.
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§ LXXVIII.
FORMULES COMPLEMENTAIRES.

Par une analogie facile & deviner, on peut désigner
F (G —c¢) par coF (¢), et écrire 'équation (23) de cette
maniére :

(23 bis) F=rh.coF (aB).

Si 'on fait f = o, on aura la fonction F du complé-
ment de «, 4 I'aide de la fonction F de «, ou coF aI'aide
de F; prenant successivement les neuffonctions (A;; B;, C)),
on formera le tableau suivant :

COA:-K’ coB :V—l“x, eo C :J—l;;
— . C — kK A
(25) . coA.=\/—| l’—ﬁ:, (‘oB,:J—: E_, coC.—_—_L-’-E'I;
A, K
coA,:é’ coB,:k’a, coC,_—_a;

qui, considéré en lui-méme, ou comparé aux groupes des
transformations réelles du § 53, donne lieu 4 une multi-
tude de remarques, que nous passerons sous silence. Ré-
pétons , pour prévenir toute méprise, que la constante G
a trois valeurs différentes , c’est-a-dire que le complément
de e est ici (o' y—1 —¢) pour les fonctions inverses
(A,B,C), (&'+w V—1—¢) pour (A, B,,C,), (z—¢)
pour (A;, B,, C,)
§ LXXIX.
TRADUCTION SIMPLE DES FORMULES D’EULER.

Si I'on prend (« == 3) pour variable, au tableau (25), et
si Pon multiplie chaque équation par le coefficient & cor-
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respondant, on obtient les neuf valeurs de 2.coF (a == ),
ct I'équation (23) donne les formules spéciales :

k R  Caxp)
AexEg - T A rams T ™
C(2=p) kK

kA —— = 4, — biy
(a£p) Bilakp T
B'(ai—p) g 1’4 M_’ — L118
. 4 (APET) "7 Ci(eEp) ?
(36) B (azkp) :
Aaxg -0
, A (atB)
A AT TV -
B, (a=B) Ty
Koo,
Clazxp) +'07

o les seconds membres ont la forme générale (14), sans
modification.pour Ay, Ay, Wb, , avec I'échange des signes,
au numérateur pour ., Vb, I's, au dénominateur pour
w, IT', T,. Ces formules sont dégagées d’imaginaires et de
compléments; ne contenant le rapport k qu’aux premiers
membres, elles traduisent avec Simplicité et symétrie les
formules d’Euler. Mais les fonctions de (« &) n’y sont pas
isolées, et toute élimination les complique.

Le caractére général, défini dans cette legon, persiste
aux limites de k; c’est-a-dire que les fonctions inverses des
surfaces de révolution isothermes du second ordre vérifient
Péquation (15). En effet, F étant successivement I'une de
ces huit fonctions, on obtient pour le premier membre de
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I'équation (15), que nous désignerons par f, les valeurs

= tange, t== tang —(2a=%=8)

-

via NIA

F = séce, f= séc — (a==8)

-

-

F —=Htangs, f{—=—tHtang [E\/_——l—(ai‘.ﬁﬂ

-

F—=Hséce, f=——H séc gv-—l—(a‘_“.p)
—1 L

F = cote, f== cotfo — (atB)],

F = coséce, f===  coséc[o — («aB)],

F = H cote, f==H cotlo — (a=8))
F—=Hcoséce, == Hcoséc[o— («=+8)],

qui toutes ont la forme caractéristique; la constante G

, . T W — , R
étant, suivant le cas, 5 V—1, ou zéro; le coefficient g

. ' . . . .
étant 1, \/_———, FI,0u %1, A1n51 les huit fonctions trigo-

nometrlques et exponentielles, dont il s’agit, appartiennent

a la classe des (A;, B;, C)); ce sont leurs variétés aux li-
mites de £.

-
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HUITIEME LECON.

Systéme triple de surfaces isothermes et orthogonales. — Coordonnées nou-
velles. — Axes courbes et leurs éléments. — Variétés des surfaces des trois
familles. — Hyperbole ombilicale. — Ellipse focale. — Conoide y = o.. -—

1
Courbe y = 8 = a quand k= —-
=g 7

§ LXXX.
SURFACES ISOTHERMES SIMULTANEES.

Les propriétés mutuelles des trois familles de surfaces,
que définissent les fonctions inverses (A;, B;, C.), dé-
montrent en quelque sorte la nécessité de maintenir sépa-
rément ces neuf fonctions, malgré les relations qui permet-
traient de les exprimer a P'aide de trois d’entre elles. En
outre, ce sont ces propriétés mémes qui ont introduit les
transcendantes et les fonctions elliptiques dans les diverses
branches des mathématiques appliquées. Et, a ce double
point de vue, leur étude est indispensable.

Considérons donc simultanément les trois familles de
surfaces du second ordre, homofocales et isothermes, que
représentent les équations

[ g 2 ,
T TE =
, z’ y! zl
{1) (== — — =
Al Bl C
x’ 2 zl
r P

PO HAN

et désignons, par « la variable des fonctions inverses
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(A, B, C) des hyperboloides 4 deux nappes, par {3 celle des
fonctions inverses (A,, By, C,) des hyperboloides a une
nappe, par y celle des fonctions inverses (A,, By, C,) des
ellipsoides.

Les relations qui existent entre les neuf fonctions sont
données par le tablean

B =— 4 — A3, C=1—A%,

B}=A}—#, Ci=1—A]j,

Bi=Al—#, Ci=A]—1;
Al— A? =B} — B! =C] +C} (=D,
A]—A’=B!+ B =C]+ C (=D},
Al — A =B+ B =0C —C} (=Dj),

la seconde case se déduisant de la premiére.

Les foyers constants de toutes les sections principales des
surfaces (1) sont six points situés de part et d’autre du cen-
tre, quatre sur I'axe des x, & et §' & la distance b = ck,
F et F' i la distance ¢; et deux sur l'axe des y, fetf' ala
distange \/c* — b* = ck; d’ou résulte k* + k'* =1.

§ LXXXL
COORDONNEES NOUVELLES.

Chaque point de I’espace est I'intersection de trois sur-
faces (1) : d'un hyperboloide 4 deux nappes au paramétre a,
d’un hyperboloide 4 une nappe au paramétre 3, d'un ellip-
soide au paramétre y. Les trois paramétres thermométriques
(2, B, ) forment ainsi un systéme de coordonnées. Pour
passer des coordonnées rectilignes (x, ¥, z) 4 ce nouvean

[
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systéme, on a les formules de transformation

kr—=cAA A,
(3) ¥y = ¢B B, B;,
Az = ¢cCCGC,;

que 'on déduit, a I'aide de I'élimination, des équations (1).
Leur vérification est facile, car, en faisant usage des rela-
tions (2), et rappelant que A'* =1 —k*, ces formules
transforment respectivement les premiers membres des
équations (1) de la maniére suivante :

mu['f"A’A’—(A’—P)w —k)—k (1—A}) (Al—1) =

(A1 AT A (A — k) (P—A0) =k (A3 —1) (1 — AY)] = 7
A T (B — A1) (A= ) + B2 (1~ A7) (1— A]) | =

c’est-a-dire qu’elles reproduisent les équations (1). Elles
donnent en outre, et plus facilement encore,

2

x ’ J’z — 2 —_— /22 k3 2 .2 2\ —
ANl T BB c:c;“/crk““" +R—A) =k (1 —A))=o,

0 15— B~ G o=l A=)k (—A =0
2
x! ‘yl z!
AL BB TG =l A = (Al F)+ (A} — =0
1 1

équations qui représentent les cénes contenant les courbes
d’intersection des surfaces (1), et qui prouvent que ces sur-
faces se coupent a angle droit. En eflet, (&, ¥/, z') étant
les coordonnées courantes, les plans tangents a ces sur-
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faces, au point considéré (x, y, z), ont pour équations

ct les expressions des cosinus des angles que ces plans font
entre eux, ont respectivement pour facteurs les premiers
membres des équations (4), lesquels sont nuls. Les sur-
faces (1) sont donc orthogonales; et, d’aprés le beau théo-
réme de M. Charles Dupin, deux des familles des sur-
faces (1) tracent, sur une surface de la troisitme famille,
toutes ses lignes de courbure.

§ LXXXII
SIGNES DES COORDONNEES.

La simplicité et la symétrie des formules de transforma-
tion (3) sont caractéristiques. Ces qualités mémes ont con-
duit a la solution de plusieurs questions importantes de la
physique mathématique, qui autrement étaient inaborda-
bles. On remarquera que, d’aprés ces formules (3), x s’an-
nule et change de signe avec la fonction impaire A, y avec
B,, z avec C,, ou, autrement, que x s'annule et change dc
signe avec le paramétre thermométrique a, y avec le pa-
ramétre 3, z avecy.

§ LXXXIII.
ELEMENTS DES INTERSECTIONS.

Les intersections des surfaces (1) qui passent au point
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considéré , forment en quelque sorte trois axes courbes que
nous désignerons par les lettres S, S,, S,. Sur S, intersec-
tion des deux surfaces aux paramétres 5 et y, c'est o qui
varie seul, sur 8, c’est 2, sur §, c’est y. On aura donc

dS = Hda, dS,=H,dB, dS,=H.dy,

H, H,, H, éiant des fonctions de («, 5, y) qu'il importe de
déterminer. -

Pour H, soient dx, dy, dzles projections de dS sur les
trois axes rectilignes; les cosinus des angles, que la direc-
tion de dS fait avec ces axes , seront

dx dy dz 1 dz 1 dy 1 dz
das’ das’ as’ Hda’ Hda' Hda'

or la somme des carrés de ces cosinus cst 'unité, on a done

A = dzr\? dy ’+ dz \?
=\7z) T\aa da

Cela posé, sachant, d’aprés les relations (6) au § 37, que

B
tlA__BC (L

da ' de

dC

S —~ — — AB,
cA, — A

les formules de transformation (3) donnent

[ dx\? {df ’+ dz\?

(E) + \da dz
2

= kr'(__,.‘(k”.‘\': ATR:C* + BYBICIA? + £ CICIATBY);

la parcnthése du second membre peut étre exprimée cn
A; sculement a I'aide des relations (2), et, parce que
F* =1 — K, elle se réduit définitivement a

FRIIAT AT —(A2+ AT) AHA,
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ou au produit
KA (AT —A?) (AI—A?),

on a donc enfin

H==cyA? — A" /A? — A2,

On trouve, par des opérations semblables,

Hi=cyA]— AT VA]— A,
Hy==cyAl —A?\/AZ — A2,

Ou bien, désignant comme nous I'avons fait dans la seconde
case du tableau (2), par D*, D], D] les triples valeurs
égales écrites aux trois lignes de cette case, on a plus sim-
plement

H=¢D/D,, H =¢D,D, H,=cDD.
On conclut de la

(5) dS=¢D,D,da, dS,=cD,Ddp, dS,=cDD,dy.

Et I'on pourra exprimer indiffiéremment les D; par les A;,

par les B;, ou parles C,.

§ LXXXIV.
USAGE DE CES ELEMENTS.

Les valeurs (5) des dS; permettent d’évaluer : 1° par des
“intégrales définies simples la longueur de I’arc S; compris
entre deux surfaces (1) de la famille correspondante; 2° par
des intégrales définies doubles I’aire d’une portion de chaque
surface (1), limitée par quatre des lignes de courbure de
cette surface; 3° par des intégrales définies triples le vo-
lume compris entre deux surfaces au paramétre &, deux au
paramétre 3, deux au paramétre y. Mais pour bien saisir
ces applications des différentielles (5), il est nécessaire de

st
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connaitre les variétés des surfaces (1), et de.préciser les li-
mites des paramétres thermométriques («, f5, 7).

. § LXXXV.
VARIETES DES HYPERBOLOIDES A DEUX NAPPES.

Commengons par les hyperboloides 4 deux nappes.
Quand 2 = o, on a

A =o, B=#%, C=1,
et la premiére équation (1) se réduit 3 x = o, quels que

soient y et z; la surface est alors le plan des zy dans toute
son étendue. Quand « = %=, on a

A==k, B=o, C=~#,

la méme équation se réduit & y = 0; z et x restent indé-
terminés, mais de telle sorte que I'inégalité
x? 2’
2
RS
soit toujours satisfaite, afin que la premiére valeur infini-

ment petite de y soit réelle; la surface est alors entiérement
couchée sur le plan des zx dans les deux parties intérieures

a I'hyperbole qui a pour sommets les points § et §/, et.

pour foyers I et F/; c’est une plaque hyperbolique a deux
'nappes. On imaginera facilement toutes les formes succes-
sives que prend la surface générale entre ces deux limites
extrémes. Ses deux nappes, primitivement collées sur le
plan des zy, s’en séparent de part et d’autre; leurs sommets
s'éloignent de l'origine; elles se courbent vers 'axe des x
et se rapprochent de plus en plus du plan des zx, sur le-
quel elles s’étendent définitivement lorsque les sommets ont

atteint les points Fet &,
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§ LXXXVI.
VARIETES DES HYPERBOLOIDES A UNE NAPPE.

Passons aux hyperboloides a une nappe. Quand § =o,

on a
Ai=4%, B =0, C=V¥#,
et la seconde équation (1) se réduit encore a y = o; mais z
et x, qui restent indéterminés,, doivent maintenant vérifier
I'inégalité
x? 2?
TR
la surface est entiérement couchée sur le plan des zx dans
la partic extérieure a I'hyperbole définie plus haut; cest
une plaque hyperbolique 4 une nappe. Quand f§ ==+uw/,
on a
A=1, B==4%#, C, = o0;

la méme équation se réduit a z = o; mais x et y, qui res-
tent indéterminés, doivent véritier 1'inégalité

2
x’+%,;>c’;

la surface est alors couchée sur le plan des xy; elle occupe
toute la partie extérieure a ellipse qui a F, F’, f, {’ pour
sommets, § et §' pour foyers; c’est une plaque indéfinie
avec vide elliptique. Entre ces deux limites extrémes, la
surface générale, d’abord aplatie sur le plan des zx, se dé-
double et s'ouvre dans le scns des y ; les quatre sommets de
son ellipse de gorge marchent de F et ¥ vers F et ¥/, du
centre vers fet f'; en méme temps la surface s’évase de
plus en plus, en se penchant de toutes parts vers le plan des
xy, sur lequel elle s’étend entiérement quand son ellipse de
gorge a compléié le vide définitif.
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§ LXXXVII.
VARIETES DES ELLIPSOIDES.
Arrivons enfin aux ellipsoides. Quand y = o, on a

Ar=1, B,=4, C,=o;

la troisiéme équation (1) se réduit aussi 4 z = o; mais x
et ¥, qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier
Iinégalité

2
Jr’+%<c“;

la surface, couchée sur le plan des xy, occupe seulement la
partie intérieure a Vellipse définie plus haut; c’est une
plaque elliptique. Quand y = == w, les trois fonctions A,,
B,, C, sont infinies et égales entre elles; la surface est une
sphére de rayon infini. L’ellipsoide général, d’abord exces-
sivement aplati, se développe de plus en plus; ses six som-
mets s'¢loignent indéfiniment & partir de F et /, de f et f”,
du centre; et en méme temps les rapports de ses axes ten-
dent vers I'unité.

§ LXXXVIII.

DEFINITION DES SIGNES.

Dans cette revue successive , par mouvement et déforma-
tion, de toutes les surfaces que représentent les équa-
tions (1), les correspondances de signes que les formu-
les (3) établissent entre x et a, y et 3, z et y se définissent
naturellement. Pour le premier hyperboloide, dés que ses
deux nappes se séparent du plan des zy, I'une prend la va-
leur positive du paramétre «, Pautre la valeur négative.

Pour le second hryperboloide, dés que la plaque hyperbo-
8



114 LEGONS

lique 4 une nappe du plan des zx se dédouble dans le sens
des y, la partie qui se développe en avant prend la valeur
positive du paramétre (3, I'autre la valeur négative. Enfin
pour 'ellipsoide, dés que la plaque elliptique du plan des
.:rjf se dédouble dans le sens des z, la partie qui se déve-
loppe vers le haut prend la valeur positive du paramétre ¥,
celle qui se développe vers le bas la valeur négative.

§ LXXXIX.
HYPERBOLE QMBILICALE. ELLIPSE FOCALE.

Le passage des hyperboloides de la premiére famille a
ceux de la seconde se fait pac I'intermédiaire de I'hyper-
bole dont les équations sont

x? 2
(6) Y =20, "o c
Le passage des hyperboloides 4 une nappe aux ellipsoides
se fait par 'intermédiaire de Pellipse ayant pour équations

(7) z2 =o, x’—f—k,’ c.

Ces deux courbes, dont les grandeurs et les positions rela-
tives suffisent pour définir le triple systéme, méritent d’éire
désignées par des noms spéciaux. L’hyperbole (6) tragant
sur cbaque ellipsoide de la troisi¢éme famille les quatre
points, si importants dans la théorie de cette surface, aux-
quels on a donné le nom d’ombilics, nous l’appellerons
Vhyperbole ombilicale. Llellipse (7) réunissant dans ses
propres foyers et dans ses quatre sommets les six foyers
constants du systéme triple, nous I'appellerons I'cllipse
focale, nom déja adopté par plusieurs géométres.
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§ XC.
APPLICATIONS DES ELEMENTS.

L’hyperbole ombilicale est une des courbes S,; elle a
pour équations

a—w, B=o0; dod B=o, B, =o;

et si 'on exprime les D, par les B;, I'élément (5) de cette
courbe est dS, = B} dy; ce qui donne I'intégrale transcen-

dante
fB: (7 ) dy,

pour évaluer les arcs d’hyperbole. L’ellipse focale est une
des courbes S; elle a pour équations

B=u', y=o0; dod C=o0, C,=o;

et si 'on exprime les D; par les C;, 'élément (5) de cette
courbe est dS == C*da; ce qui donne I'intégrale transcen-

dante
fC’(a) da,

pour évaluer les arcs d’ellipse.
Dans le systéme des coordonnées (a, 3, 7), 'élément de
volume est

dS ds,dS, ou SD'DD! dadfdy.

§'il s’agit d’évaluer le volume total d’un ellipsoide, on in-
tégrera cet élémentdea —=o da=wv,de =0 AP =a’,
de y=o0 4 y; ce qui donnera la partie du volume cherché
comprise dans I'angle tri¢dre des coordonnées positives, et
qu'il faudra conséquemment prendre huit fois. On sait

4

d’ailleurs que le volume total est 37 c*A, B, C,; on aura
8.
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donc identiquement

7 o’ [~ .
(8) f f f D*D} D} dadfdy= A;B,C;;
o Yo () 6

résultat vérifié par Poisson, lors de I'apparition des nou-
velles coordonnées.

On congoit que si I'on a, entre les paramétres du sys-
téme triple (1), une équation de la forme F («, 3, y) =o,
le lieu géométrique des points de I’espace dont les coordon-
nées (a, 3, y) vérifieront cette équation sera une certainc
surface; que si I’on a deux équations entre les mémes varia-
bles, elles représenteront une ligne courbe. Dans les deux
cas, si I'on veut exprimer le lieu géométrique en (x, y, z),
il faudra éliminer les paramétres {«, 3, y) entre les équa-
tions données et les formules de transformation (3). Voici
deux exemples pour lesquels cette élimination s’opére sans

difficulté.

§ XCI.
CONOIDE vy = a.

Dans notre systéme de coordonnées, « et y varient entre
les deux mémes limites — & et 4w, et I'on peut se de-
mander quel est le lieu géométrique des points de I'espace
pour lesquels y et  ont la méme valeur numérique, c’est-
a-dire de reconnaitre la surface dont I'équation est y = a.
Pour tous les points de cette surface on aura, d’aprés les
formules (2) du § 67,

C Ak A

A.1_=“l_3, B, = B’ C,::ﬁ’ﬁ;

substituant dans les formules (3), elles deviennent

C A
(9) .z'=cA,-l—;—9 y =c¢B, z=:¢‘C.—C;
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et 'on a successivement,  I'aide des relations (2),
: Ak 4y
ry’=ecBi=c (A} — k), Al= —Tl ’
f::g: l-—-A:=c’k”——y’.
z A} A} S o

Péquation en (x, y, z) de la surface cherchée est douc
r (B4 2) = (k22— I ).

On peut mettre cette équation sous les deux formes

Py ——
z::t.l' ‘/?’l'—‘—l-_y”

(P 42— k) =(D+2— ) (31— ).

La premiére montre que la surface est engendrée par le
mouvement d’une droite qui reste constamment paralléle
au plan des zx, en rencontrant toujours 'axe des y ; c’est
un conoide. La seconde forme fait voir que la courbe d’in-
tersection des deux cylindres droits

r’+2=c4k, r+2=7

se trouve sur la surface; cette intersection peut étre prise
pour la directrice du conoide. La surface est entiérement
comprise entre les deux plans paralléles a celui des zx,

menés par les foyers constants fetf

§ XCII.
COURBE y=8=a QUAND /= —.
V2
La coordonnée 3 variant entre les limites — o’ et + o,
différentes de — & et + @, on ne pourrait pas traiter aussi
simplement le cas d’une surface dont I'équation contien-
drait 3. Mais il existe un systéme triple pour lequel on re-
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trouve la méme simplicité; c’est celui qui correspond au
1 . .

rapport k =K = 7—_; son conjugué se confond avec lui, et
2

I'on a o’=w. On peut alors se demander quel est le lieu
géoméirique des points ou les trois paramétres ont la méme
valeur numérique, c’est-d-dire de reconnaitre la courbe
représentée par les équations 3 =y = «. Cette courbe se
trouve déja sur le conoide y=a, dont I'équation en (z, y, )
est actuellement

B3

B+ x) = — (2 — 7*).
2
Pour trouver une seconde surface qui contienne la méme

courbe, rappelons les formules (6 bis), § 48, en y suppri-

mant les aceents et faisant A = ¥ = ‘7'_-, elles donneront
2
1 A B
A‘:——s B.-—_-'-_._, C,:—,
vac vace C

pour tous les points du lieu géométrique cherché, lequel
est tel que B = a; substituant ces valeurs dans les équa-

tions (9) , qui ont encore lieu, dans le cas actuel, puisque
7 =a, elles deviendront

cA y cA A
’ = ——» 2z==CcCA;
V2B Va2C

X =

d’ou
\/-2_3 :2, \/;C ::.;;

1. .
et comme C*— B*=K?*= 3’ il s’ensuit

I I

1
e — — 3 (2 2) e 02 g2+
y"x’+z” ou y (3 + x*) = 22

telle est la seconde surface.
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Les équations en (x, y z) de la courbe cherchée sont donc

2
y‘(z’+x’):z’z’=%(z’——z’);

ce qui donne, pour exprimer le cylindre projetant la courbe
sur le plan des zx ou la projection méme, I'équation

d e
x:it‘————z———_a d’od j:.‘t————,’
Vei— 22 dz 2

(¢t —22?)

dérivée qui se réduit & == 1 pour z = o. La figure suivante

représente ccite projection; le cercle a pour rayon c; les
deux tangentes au point multiple et de double inflexion sont
orthogonales ; les deux asymptotes, paralléles a ’axe des x,

, . c
ont pour équation z = —.
2

Dans les recherches faites a I'aide du systéme coordonné
défini dans cette lecon, au lieu des paramétres thermomé-
triques’ («, 3, 7), on adopte les paramétres géométriques
(vy 1, p), § 33, ou les premiers axes des surfaces orthogo-
nales conjuguées. Les autres axes sont exprimés par des
radicaux , qui font disparaitre la symétrie des formules de
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transformation (3). Alors x s’annule et change de signe
avec v; mais on n’établit pas sans quelque peine que y doit
changer de signe avec le radical yu*— 6*, z avec yp'—c*.
En outre, par ces coordonnées (v, u, p), dites elliptiques,
I'expression des arcs élémentaires dS; est beaucoup plus
compliquée.

En général, lorsqu’il s’agit de choisir une variable indé-
pendante entre une transcendante et toutes ses fonctions
inverses , c’est la transcendante qu’il faut prendre. On évite
ainsi les complications, les ambiguités et le défaut de sy-
métrie.
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NEUVIEME LECON.

Résumé du sysiéme général. — Indétermination aux limites du rapport A.-—
Transformation des (A, B, C) en Joa;des (A,, B,, C,) en ¥b 8. — Sys-
témes des ellipsoides planétaires et ovaires.— Déformations des (A,, B;, ().
— Systéme sphérique général.

§ XCIII.
RESUME DU SYSTEME GENERAL.

Il est nécessaire de rapprocher plusieurs tableaux dissé-
r minés dans les lecons précédentes, et de résumer en peu
de mots notre étude actuelle afin de faciliter ses derniéres
conséquences. Ayant pris pour exemple la famille de sur-
; faces au paramétre A représentée par I'équation

z’ ]2 z’

® vt —ptyi—e

ou la constante b est moindre que ¢, on vérifie sur elle la

condition de I'isothermie, en trouvant pour le rapport
an o, [dr\? A A .

SE;-S (d—"-) ’ _la somme (P_—_-T‘ -+ m) fonctlon de

/
X seul. Cette somme égalée a ¥ sert a déterminer la fonc-
?

. . <y Yo s d) .
tion ¢ qui, substituée dans I'intégrale f——, doit donner le
?

paramétre thermométrique e. Trois cas se présentent sui-
vant que le paramétre géométrique A est inférieur a b, com-
pris entre b et ¢, supérieur a c; désignant respectivement,
dans ces trois cas, par v, u, p les valeurs de 4, par «, 8, y
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cellesdec,on a

x? r L
\/b’—v’ \/c’—-v‘ IR T R Eal

2 =c N —_—- T - =1,
() p l Vf‘z_bzvcg_y"’ P" l"'—b’ 0’—-—p’ 1

7 =c —_—t - —=,
f Ve'—b \/P —& P e=b T g
ce qui donne trois familles de surfaces isothermes comprises
dans I’équation (1). Tous les axes de ces surfaces sont des
paramétres géométriques importants; égalant donc chacun
d’eux a la constante ¢ multipliée par une fonction inverse
spéciale , on a le tableau
v=cA («), Yb—v=cB(a), yYe—v=cC(a);
(3) ? p=cA(B), Vp—b=cB,(B), Ve —p =cC(B);
p=chi(7), Ve—b=cBi(y), VP—c=cC();

‘- b .
ct désignant par k le rapport o les relations

s ﬁ:f, 1«:‘/”2—1’, B k=1
[+ c
(4) (A +B =k, A+C=1, C—B =14

A} —Bl=4, Al4+-Cl=1, B +Cl=¥1
Al—Bl=#&, Al—Ci=1, Bl—Cl= 4~
Représentant par @ et &’ les intégrales définies suivantes:
I (LY (.| B
=), e, e

dv'

¢ p» Vet = b
=¢ —_—_— = [ —— ) |
.[ W""—b-,\/""' 78 »f(: \/C‘- br- v"? Jc’— ¥
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on démontre que les neuf fonctions inverses (3) ont toutes
une période réelle qui est: 4w pour (A, B, A,, B:), 2w
pour (C, Cs), 4w’ pour (B,, C,), 2w’ pour A,; qu'elles
ont toutes aussi une période imaginaire, qui est : 46’ y/—1
pour (B, C, By, C,), 2w’ y—1 pour (A, A,), 4w V—1
pour (A, By), 2w s/:pour C,. Les fonctions (A, By, C,)
sont seules impaires ; les six autres sont paires.

Les équations des trois familles de surfaces et les for-

mules - de transformation que I'élimination en déduit, .
sont

F__-——zc’, kx = cAAA,,

-'l‘, 2 zz
(6) P"'%?—cm” k#'y = cBB, By,
1 t 1

2 2
%;_'_(;_":C,:' kK z2=¢cCC,C,.
2 2

x?

E -+
Ces familles de surfaces sont orthogonales, et leurs para-
métres («, 3, y) forment un systtme de coordonnées ;
« et y variant de — @ a4 + @, $ de — &’ & + @', dans ce
systéme.

On passe de la premiére famille 4 la seconde, de la se-

conde 4 la troisiéme, par 'intermédiaire de deux courbes,
dont les équations sont

l en(z, y,3) en(a, B, 7)

z? 2z .
(7) y=o, F—;,;:c’; e=w, f=o.

— i Y g B—a. =
z = o0, x+F_c’, ==, 9=0.

La premiére est I'hyperbole ombilicale (lieu géométrique
des ombilics de tous les ellipsoides de la troisiéme famille).
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La seconde courbe est 1'ellipse focale (ayant pour foyers et
pour sommets les six foyers constants du systéme).

§ XCIV.
GENERALITE. ANOMALIES.

Pour toute grandeur de la ligne c, qui ne soit pas nulle,
pour toute valeur du rapport k, qui ne soit ni zéro, ni
I'unité, on a le méme ensemble de surfaces isothermes or-
thogonales, de fonctions inverses doublement périodiques,
et de coordonnées thermométriques. Les nombres & et o',
qui dépendent de k, sont finis, et toutes les formules précé-
dentes n’offrent aucune indétermination.

Il n’en est plus de méme aux limites de k, qui sont zéro
et P'unité : alors une des trois familles de surfaces semble
disparaitre; les fonctions inverses sont en nombre moin-
dre; elles n’ont plus chacune qu'une seule période, réelle
ou imaginaire ; des deux nombres @ et @’ on n’en retrouve

. ki3
plus qu'un, qui est 33 enfin, les formules de transforma-

tion (6) sont indéterminées. Des disparitions et des indé-
terminations d'une autre nature ont lieu, quand la ligne ¢
est infiniment petite ou nulle. Il s’agit d’analyser ces cas
extrémes et de rétablir, pour eux, les propriétés du systéme
général, avec les modifications qu’exigent ces cas particu-
liers. Laissons d’abord la constante ¢ finie et quelconque.

§ XCV.
INDETERMINATION LORSQUE 4 = o.

Lorsque la constante b est nulle, ou que A = o, le para-
métre géométrique v, qui doit toujours étre compris entre o

et b estnul, ainsi que y/b*—?, et Vc®—v* sc réduit & la con-
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stante ¢; les fonctions inverses A et B sont donc nulles,
et C est égal 4 'unité; la famille des hyperboloides & deux
nappes, au paramétre «, semble disparaitre, et les for-
mules de transformation (6) sont indéterminées. Mais les

. A B
fonctions A , B étant nulles avec k, les rapports 7» 7 sont

des zéro sur zéro dont il faut chercher les valeurs. A cet
effet, laissant k quelconque, on essayera de substituer au
groupe des fonctions (A, B, C) une seule fonction inverse,
dont les premiéres dépendront, et qu’il faudra choisir de

telle sorte que les rapports soient toujours assigna-

A
A’k

bles, lors méme que k serait nul.

§ XCVL.
TRANSFORMATION DES (A, B, C) EN foa.

Remarquant que A et B vérifient la relation A*+B*=4?,
que A est une fonction impaire et B une fonction paire,

A . B o .
on posera —+ = sinf, 7= cosf, et 6 sera la fonction inter-

médiaire cherchée, si rien ne s'oppose a sa détermination.
Par son introduction, on a, tableau (3),

v=>bsin0, b'— v’ ="bcosh, \c'—vi=_cy1— Aisin0,
ce qui donne d’abord

edv d9
= = K
V= Jer—v  V1— k'sin0
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et par I'intégration

fo do
a = —————
o V1— A*sin?g
z
2 db
(8) 4 o= f ——————
o ¥1— Asin’8

i
, fﬂ de
o = ———————0
oV 1— F7sin? ¢’

La fonction inverse 6, que nous désignerons par f.a, est
déterminée par la premiére intégrale (8) ; les deux autres in-
tégrales , lesquelles sont définies, sont des expressions nou-
velles des nombres @ et w'. Les fonctions primitives A,
B, C seront données par les formules

R B — e
=sml2z, —k‘:COSe}lua= C=\/1—I:?sm’dba.

| b

(9)

L )4

uation de la premiére famille de surfaces, et les for-
mules de transformation du tableau (6), pourront se mettre
sous la nouvelle forme

z _ -,yz —p (C:+ 22 >
sin? b COS*fot 1—A%sin? b
(]o) x=cA,A,.sino}ba,
kK y=¢B,B,.cosha,

K2z=cC,Ci.V1—Ksin* . a,

qui, vu son manque de symétrie, ne saurait étre préférée a
la premiére, tant que k n'est pas nul.
9
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§ XCVIIL
SYSTEME DES ELLIPSOIDES PLANETAIRES.
Mais a cette limite méme la forme (10) acquiert une

importance remarquable par I'absence dec toute indétermi-
nation. Faisant k = o, les intégrales (8) donnent -

() e=da=a, ta._.—.7 m_frose,__

les vraies valeurs des rapports (g) sont

(r2) <%>=sinu, (g)zcom, C=1;

l'équation (10), de la premiére famille des surfaces iso-
thermes au paramétre a, se réduit a

113) -::— = _}'i__ ’

sin‘a CcOos® a
et représente des plans méridiens menés par I’axe polaire
des z. Les deux autres familles (6) sont des hyperboloides
a une nappe ct des ellipsoides planétaires, tous de révolu-
tion autour du méme axe des z; leurs fonctions inverses
sont, d’aprés la seconde lecon et les relations (4),

R R & )-—-H
(B._A._J—E(p)_ﬂsecp, G =gy = Htangs,
b 1 siny
‘B,: A, = cosy =secY, C= @ = tangvy;

en sorte que, A’ étant I'unité, le nouveau systéme orthogo-
nal est complétement déterminé par les formules de trans-
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* formation

‘ x = c:.sina.Hsécp.séc'y,
(15) : ¥y =c.cosx.HsécB.sécy,
t z = c.Htangf.tangy.

Puisque k = o, K =1, I'hyperbole ombilicale ( 7) a pour
équations y = 0, z = 0, et sc confond avec I’axe des z;ce
qui donne les péles pour ombilics aux ellipsoides plané-
taires. L’ellipse focale a maintenant pour équations z =o,
x*+y*=c"; c'est le cercle qui passe par les foyers con-
stants des sections méridiennes.

§ XCVIII.
PREMIERES DEFORMATIONS DES (A, B, C,).

Ainsi, des neuf fonctions du systéme général, le pseudo-
sinus A est remplacé par un sinus, le pseudocosinus B par
un cosinus, le pseudorayon C par I'unité, B, et A, sont
devenus une méme hyposécante, C, une hypotangente;
B, et A, une méme sécante, C, une tangente. Ne comptant
chaque fonction double que pour une seule, et ne soup-
connant pas la transformation si remarquable du groupe
(A,B,C), on ne trouvait que quatre des neuf fonctions.

Maintenant toutes répondent a 'appel. Mais & étant E, et
o’ infini, elles ont toutes perdu une de leurs périodes : il n'y

a plus qu'une période réelle, 27 pour (‘:—, }%, A, = B,)a
n pour C,, plus qu'une période imaginaire, 2 7y—1 pour
(A;=B,),n¥—1 pour C;. On peut dire, il est vrai, que
les périodes qui ont-disparu sont devenues infinies. Quant
ala fanction C, éiant maintenant constante, elle n’a plus
de périodes.

Dans les formules (15), 2 change de signe comme sin«,
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y comme cosa, 2 a la fois avec 3 et y. Ce n’est plus comme
au cas général (6), ou y change de signe avec {3; la fonc-
tion By, d’'impaire qu’elle est quand k n’est pas zéro, est
devenue égale a A, fonction restée paire. Il y a 13 un chan-
gement brusque, qui tient i ce qu’on est obligé de prendre

C
d
p:cf ——P——’
popye— g
ne pouvant adopter pour limite inférieure p="5b=o,
qui introduirait Pinfini.

§ XCIX.
INDETERMINATION LORSQUE 4 = 1.

Lorsque les deux constantes b et ¢ sont égales, ou que
k=1 et K=o, le paramétre géométrique y, qui doit tou-
jours étre compris entre b et ¢, est aussiégal 4 b oua c;
Vi —b* et Ve*— p? sont donc nuls, alors la fonction A,
est égale a I'unité, et les fonctions B, et C, s’évanouissent ;
la famille d’hyperholoides a une nappe au paramétre 3
semble anéantie; et les formules (6) sont encore indéter-
minées. On fera disparaitre cette indétermination en intro-
duisant la fonction inverse intermédiaire ¢ qui, ¥ étant
quelconque, sert a vérifier la relation B} + C} =K*, en

. C
posant % = sin¢, ‘—,‘ = cos{.

§ C
TRANSFORMATION DES (A, B, C,) EN 6.
Par cette introduction, on aura
Vpi— b=y — b'.si.n-.p,
V=V Fuoosy,

y.—_‘L‘.VK—k“cOS’\P,
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ce qui donne d’abord

'

cdp _ dy ,
Vi — biye —p? T Vi— Frcos'

et ensuite, par intégration,
' 1
: o V1 — A'7cos?

(P 4y
(6] o= i—treory

T
L =rs
o = .
\ o \1— A*cos*y’

La premiére intégrale transcendante détermine la fonction
inverse ¢, que mous désignerons par ¥ 8; les deux autres
intégrales,. lesquelles sont définies, donnent encore d’au-
tres expressions des nombres @ et &', Les fonctions primi-
tives (A,, By, C,) sont liées a ¢ = ¥ f3 par les formules

B . C
([7) A= y1— K?cos’ b B, ‘_—:=5m’l!'.)p, A—.;zcosm,p.

L’équation de la seconde famille de surfaces (6) et les for-
mules de transformation peuvent donc se mettre sous la
forme

- r — d =k" c’—-—————xz —— ]
sin?bB  cos’ b f 1—A"2cos® b
(:8) kx:c.A,A.J}—k”cos’ﬂ!)ﬂ,
ky'=c.B,B.sin ¥y8,
z=c¢.C,C.cos @,

plus compliquée que la forme primitive, tant que kn’est
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pas I'unité, ou que K n’est pas zéro, mais qui, a cette li-
mite, fait disparaitre toute indétermination,

§ CL

SYSTEME DES ELLIPSOIDES OVAIRES.
Faisant K=o, k =1, les intégrales (16) donnent
d
2

d ’
o siny/

(19) $=wp=p, o'=1) o=
Les vraies valeurs des rapports (17) deviennent
(20) A=, (%‘):sinﬁ, (%):cosp.

L’équation (18), de la famille de surfaces isothermes au pa-
ramétre (3, est

(ar) sit’:§=cozs:’p’

et représente des plans méridiens menés: par I'axe polaire
des x. Les deux autres familles (6) sont des ellipsoides
ovaires et des hyperboloides 4 deux nappes, tous de révo-
lution autour du méme axe des x ; leurs fonctions inverses
sont, d’aprés la seconde legon et les relations (4)»

E(y) 1 ‘o,

(a2) A’:——C('y): H coty, B':C':C(y)—_ﬂwm.’
() 1 o
A_—-E(a)_—ﬂtanga, B_C_E—(a)_—ﬂsec ,

en sorte que, k étant 'unité, le nouveau systéme orthogonal
est complétement déterminé par les formules de transfor-
A 9.
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mation
x=c.Hcoty.Htange,

(23) y=c.Hcosécy . Hséca.sinf,
z =c.H cosécy .Hséca.cosf.

L’équation z*= A" (:—: — c’), pour Phyperbole ombili-

cale, devient z = o, et x doit surpasser c; la courbe se ré-
duit a I'axe polaire, moins la ligne qui sépare les deux
seuls foyers constants ; clle donne encore les poles pour om-
bilics aux ellipsoides ovaires. L'équation y* = A" (¢*— x?),
pour D'ellipse focale, devienty = o, et x doit étre moindre
que c; la courbe se réduit i la droite qui joint les deux
foyers.
§ CII.
DEUXIEMES DEFORMATIONS DES (4, B, C,).

Des neuf fonctions du systéme général, A, est remplacé
par l'unité, B, par un sinus, C, par un cosinus, B, et C,
sont devenus une méme hypocosécante, A, une hypocotan-
gente, B et C unc méme hyposécante, A une hypotangente.
Mais ces fonctions, toutes retrouvées, ont perdu une de
leurs périodes ; il n’y a plus qu'une période réelle 27 pour
(?}, %) » plus qu’une période imaginaire, 21y—1 pour
(Bs=C,, B=C), ny—1 pour (A,, A); les autres pé-
riodes ont disparu par l'infini &. La fonction A,, devenue
constante, n’a plus de période.

Dans les formules (23), x change de signe avec «, z
avec cosf3, y avec sinf3, et ces trois coordonnées changent
toutes de signe avec y. Ces modifications, au cas général (6),
tiennent a ce qu’on est obligé de prendre

= [ A,
r=c) F—<
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ne pouvant adopter la limite inférieure p = ¢, qui intro-
duirait 'infioi. *

§ CIIIL
SYSTEME SPHERIQUE GENERAL.

Il reste a examiner ce que devient le systéme général
quand la ligne c est nulle. On peut admettre que & et A’ con-
servent des valeurs fixes, b ayant diminué comme c. Si I'on
remplace le groupe (A,, By, C;) par la seule fonction in-
verse p ou cA,, les équations (2) deviendront

) 7 22 A
E—E—Ez=c’, z:p.;-A.,
x? 0% P \
24 = 7 . — — o k22— . —
(24) LtmTo= IR
z? 7 22 — C,
Ftp—petap—a—" i=yp—c.C.5

Et si I'on fait ¢ = o0, ce qui ne change rien aux fonctions
(A, B, C), (A, By, C,), car les (2, B, &, &) mis sous les
formes (8) ou (16), sont tout & fait indépendants de ¢, le
tableau (24) devient

/ Il yﬂ z! A
I2=B»z+(—:-2, x:p.Z-A.,
1
x? r: z? B B,
25 — — T = T=fe=— s —
( ) A:+B: C:, e P * 7 ?
x4y 4 2=, z:p.C.%,

et les surfaces orthogonales sont actuellement des sphéres
concentriques, et deux familles de cones homofocaux et
isothermes, entourant les axes des x et des z. Il ne reste

plus qu’a substituer la valeur p = ;‘;- (trouvée au § 7), pour

introduire la coordonnée thermométrique .
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§ CIV.
APPLICATION NOUVELLE DES dS..

Si dans les différentielles dS, dS,, du §83, on exprime
les D; par les A;, qu'on remplace cA, par p, puis qu'on
fasse ¢ = o, elles deviennent )

dS=p Al —A' da, dS,=pyAT—A".dB;

ce sont les éléments des courbes sphériques, intersections
des cones isothermes et de la sphére de rayon p. On aurala
huitiéme partie de la surface de cette sphére, en intégrant
le produit dS.dS,,dec=oda=wo,def =0 af =0

ce qui donne nécessairement

[ [T - wenacas=T;

formule que Poissou a vérifice.

§ Cv.
SYSTEME SPHERIQUE PARTICULIER.

Lorsque la question que I'on traite n’exige pas quele *

systéme sphérique orthogonal (25) soit rapporté a ses pa-
rameétres thermométriques, on peut prendre pour coordon-
nées le rayon p, et les deux fonctions inverses 6 et ), in-
troduites aux §§ 96 et 4100, et, i I'aide des valeurs (g) et (17),

on a
(x:p.sino.\/l_— k' cos?,
(26) )y:p.cosé.sin«{;,

\ 3z :p.g/:ﬁsin’o.cos\[;,
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le rapport k restant disponible, et pouvant étre choisi de
maniére a faciliter la solution que I'on cherche.

Quand on prend k=1, d'oa =0, 0n a.

s z=psinb,
{(27) "¢ y==pcosfsiny,
( z2=pcosf cosP.

C'est le sysiéme habituel des coordonnées sphériques, dans
lequel la longitude ¢ est seule un paramétre thermomé-
trique. Les sphéres concentriques et les cones de latitude
forment bien deux familles de surfaces isothermes, mais p
et 0 ne sont pas leurs paramétres thermométriques.

Les diverses propositions établies dans cette legon don-

nent lien 4 deux observations importantes. 11 résulte des

§§ 97 et 101, que les rapports % et % quand k=o, %

C, ' . . .
et quand X = o, deviennent sine et cose; mais ces

. . . , o
vraies valeurs de fractions qui se présentent sous la forme S

ne sont ni A, ni B, ni B,, ni C,. D'ailleurs, si I’on fait subir
ala fonction F = sin ¢, ou F = cos ¢, I'épreuve du caractére
général, défini par la septi¢me lecon, on trouve que le pre-
mier membre de I'équation (15), au § 72, se réduit a
1 . o .
g mEEp) le coefficient g étant 5= 1 dans le premier cas,
+1 dans le second. Or il est impossible de ramener la
1 \ . '
saExp) la forme sin[G— («a=*f)], ou

c0s [ G — («x == 3)], avec une constante finie G, soit réelle,
soit imaginaire. Ainsi les fonctions sine et cose n’appar-

fraction
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tiennent pas a la classe des (A;, B;, C;) : elles n’en ont pas
le caractére essentiel ; elles n'en sont pas des variétés.

Le systéme ellipsoidal (6) et le systéme sphérique (25)
se confondent, se superposent, sont en quelque sorte tan-
gents & linfini; c’est-d-dire pour les valeurs du paramétre
thermométrique y voisines de ses limites =+ , et pour les
trés-grandes valeurs du rayon p. Autrement : tous les hy-
perboloides (6) ont leurs cénes asymptotes (23 ), et la fa-
mille des ellipsoides s’approche asymptotiquement de la
sphére d’un rayon infini. Ce dernier genre d’asymptotisme
différe du premier, en ce que les familles de cénes (25)
changent, comme celles des hyperboloides (6), d'un systéme
4 un autre, ou avec la valeur du rapport &, tandis que la
sphére asymptote des ellipsoides reste la méme. Cette pro-
priété que posséde la sphére, d’appartenir en quelque sorte
4 tous les sysiémes ellipsoidaux, est d’un grand secours dans
les applications, comme guide ct comme moyen de décou-
vertes.
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DIXIEME LECON.

Probléme de la transformation des transcendantes et des fonctions ellip-
tiques.— Solution générale découverte par Jacobi. — Vérification de cetle
solution.—Nouveau module.—Formules des nouvelles fonctions inverses.

§ CVL
PROBLEME DE LA TRANSFORMATION.

Le systéme des fonctions inverses, directes et conjuguées,
qui dépendent d’une valeur déterminée et fixe du rapport £,
est maintenant défini aussi complétement que possible.
Mais si l'on considére I’ensemble des systémes coordonnés
correspondants a toutes les valeurs de k comprises entre
zéro et 'unité, on doit se demander s’il n’existe pas entre
eux des liaisons qui puissent permetire de passer d’'un de’
ces systémes & un autre. La solution générale du probléme
de la transformation des transcendantes et des fonctions el-
liptiques , découverte par Jacobi, répond directement a la
question , et il importe de la développer ici.

Nous conserverons la notation des (A;, B;, C;), tant
pour éviter la traduction nouvelle d’'un grand nombre de
formules établies précédemment, que pour interpréter plus
facilement les résultats obtenus, au point de vue des appli-
cations a la géométrie et a la physique mathématique. Tou-

.. b
tefois rien n’empéche de donner au rapport k = = le nom

consacré de module.

La formule - = BC, jointe aux relations qui existent
az
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entre les trois fonctions (A, B, C), donne le paramétre
thermométrique ¢ sous la forme :

A dA
( l) g = e— 1]
o \/1(2——A2 JI—A’
nous écrirons la fonction inverse A de cette maniére A (¢; k),
quand il sera nécessaire de la distinguer d’une fonction
semblable ayant un autre module; pour le moment, appe-
lons x la variable de I'intégrale (1).
Le probléme de la transformation des transcendantes

elliptiques consiste a trouver une fonction rationnelle y
de x, qui satisfasse a I'équation

4 ()
(2) ..____d‘_l___ =M __J_____.;
R A N N

M et  étant des constantes qu’il faut assigner en méme
temps que la fonction. Le premier membre étant ¢, on
aura )

x=A(s; k) et y:A(ﬁ;I);

cest-a-dire que la solution trouvée donnera la fonction in-
e . . ) ..
verse A de 3 pour le module /, & 1’aide de la fonction in-

verse A de ¢ pour le module &. On aura donc une formule
de transformation entre fonctions inverses appartenanti
des modules ou 4 des systémes différents. On concoit que le
probléme dont il s’agit doit avoir un nombre infini de so-
lutions; leur recherche est facilitée par le théoréme sui-
vant :

§ CVIL
THEOREME PRELIMINAIRE.

. Théoréme. — Si l'on a obtenu trois polynémes U, V, T,
ne contenant que des puissances entiéres et positives de x,
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et qui vérifient I'équation '
(3)  (PVI—U) (V= U= (k— ) (1 — ") T,

le troisiéme polyndme T sera nécessairement égal a I'ex-

pression
dU av
V— —U—
dzx dx
déduite des deux autres, multipliée par un facteur constant.
Démonstration. — On peut admettre que U et V sont
premiers entre eux, c’est-a-dire qu'ils ne sont plus divi-
sibles par un méme polynéme en x. Conséquemment les
quatre polyndmes

(4) (v+u), (Iv-1), (V+1U), (V-1),

diviseurs du premier membre (3), sont aussi pgemiers entre
eux. De 14 résulte que chaque facteur simple de T (de la
forme ax + b), qui est double dans T*, sera aussi double
dans celui des polynomes (4) qu’il divisera. Soient p, et p’
égal ou inférieur a p, les degrés de U et V5 4 p sera le degré
du premier membre (3), et 2p — 2 celui de T; T aura
donc 2 p — 2 facteurs, lesquels seront doubles dans les
polyndmes (4).

D’un autre c6té, ces derniers polyndmes donnent, par la

différentiation,
IV+ d
(IV:!:U)——U —(—‘-,-——-U—)».*1<V—U—-U V)
dxr dx dzx
d vV dv .dU
(V+U)_U__UL_._U)=V‘___U’_U;
dxr ax dzx

identités d’ou résulte que tout facteur double dans I'un de
ces polyndmes , lequel divise sa dérivée, divisera nécessai-
rement |’expression

dU dV)
(V—d—— IJE,’
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que nous désignerons par W. Ainsi W sera divisible par
tous les facteurs de T, et son degré g devra étre au moins
2p—2. Mais les degrés de U et V étant p, et p/ égal ou infé-
rieura p : 1°si p'= p, les termes dont I’exposant est 2p —1
seront égaux dans les deux parties de la différence W, et
se détruiront, d'oi g =2p —2; 2°si p'=p —1, il ny
aura pas de disparition analogue, et ¢ sera p +p —2,
ou encore 2p —2; 3° si p’ était moindre que p—r,
g = p + p'—1 serait moindre que 2 p — 2, ce qui ne sau-
rait étre. Donc p’ sera égal, ou & p, ou a p —1, et dans les
deux cas le degré de W sera 2p — 2. Donc enfin I'expres-
sion W et le polynéme T, qui ont le méme degré et les
mémes diviseurs, ne peuvent différer que par un facteur
constant. ’

Corollaire. — Puisque l'on doit avoir identiquement
dU dv

si 'on substitue cette valeur dans I'équation (3), on en dé-
duit facilement

e, ‘v)
fate= |

U .
donc, si I'on pose y =3 et que U soit nul pour z=o,

sans que V le soit, on aura une solution du probléme dela
transformation. Puis, pour déterminer la constante M, on
fera x = o dans I'identité qui donne T, d’ott

M:——L—.

(%),
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§ CVIII.
CONSEQUENCE D’UNE DES FORMULES D’EULER.

Avant d’aborder la solution générale donnée par Jacobi,
il y a encore une proposition i démontrer. Continuant de
désigner par A (¢) la fonction inverse dont le module est k.
la premiére des formules d’Euler, au § 41, en posant

a+B=0¢, a—f=97,
devient

o\ A(a)B(B)C(y) = A(B)B(x)C(a)
5) a(3)=+ P @A ()

On en déduit successivement
(FAE) (kA (3)] =P H[A (0) + A )] +AGA(D)

[ x”(«)B(ﬂ) ®) A’(a)B’(@)C’(ﬁ)—A’(ﬂ)B’(a)C’(a)]_
F— A0 A*(B) [F—A() A (@)

Or, en exprimant le numérateur de la derniére fraction
cn A seulement, 4 I'aide des relations

(6) B=Ai—A? C=1—A%

on reconnait tout de suite, comme au § 70, que ce numé-
rateur est le produit de [A* («) — A? (8) ] par le dénomi-

nateur de la fraction (5), ce qui donne, aprés réduction,

(AR A (o) J[4=A(9)]
RN A B F2A)BE)CE)+ A'{«)—A(F)
F— A* () A% (B)
(ﬁ)+A‘(a ) € ﬁ)+2B(ﬁ) («)C(B)
(=) A*(B)

k,[B(ﬂ)-n-A(a)C (),
=V B &« A (8)
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En s’aidant encore des relations. (6), et rappelant la pre-
miére formule (13) du § 42, qui est

(7) : A(m—)= g%;
‘on aura définitivement
[ 2]
s LUFAGE—pl_lzaeiizac)
| — A (a) A*(B) B (B) ’
‘.2

formule qu’il s’agissait d’établir.

§ CIX.
ENONCE DE LA SOLUTION DE JACOBI.
Soit maintenant p = 4j &= 1 un nombre entier, impair
et quelconque ; désignons par ¢ la fraction E, on aura
Api) =A@ =F,
et I'on se rappellera que , d’aprés le § 42,
(9) A(zaEe)=FA(s), A(fote)=tA().

Cela posé, x étant A (¢), la solution de Jacobi est donnée
par 'équation
e —
. —— 1Im—
z_(l_f), A(p—2)i] | FTapp—4)i]
TN T _2ER) 24
I3 I

(10) 1—

A . .
ou le dernier facteur est essenticllement

=l
l_.z"A’(p—x)i’
)
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les signes alternatifs supérieurs ayant lieu si p est de la
forme 4j + 1, etles signes inférieurs si ce nombre est de la
forme 4j —1, de telle sorte qu’au dernier facteur il y ait
toujours le signe —. Il s’agit de faire voir que la valeur
de y, donnée par cette équation (10), vérific réellement la
relation (2), avec une constante M et un module ! conve-
nablement déterminés.

§ CX.
~ TRANSFORMATION DE CET ENONCE.
La formule (8), en y faisant & =¢, 3 = 2ni, et A (¢) = x,
devient

x 2 .

[' 1AuT-n—n)] (AFA(—2n)] [ A (s +2ni)]

(1) x* A? (2 ni) = B? (2ni) K
- — :

ctsi 'on substitue & chaque fraction du second membre
de I'équation (10) sa valeur transformée a 'aide de la for-
mule (11), on parviendra toujours a mettre cette équation
(10) sous la forme importante

(12) 1= kA () A=A (e+4 1)) (hxcA (e+8i)). . . [k A (e + 4 (p—1) )],
I KB () B (4i). . BY(p—1)i

Deux exemples ne laisseront aucun doute sur la généra-
lité de cette transformation. Soit p = 5 = 4.1+ 1, Péqua-
tion posée (10) est

-yl L]
k,

et, par un double usage de (11), le second membre devient

(k—A () (kA (e—2 ) (h+ A e+ 31k —A(e— 4]k —Ale +4i)].
KB (21).B (41)
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Or, en ajoutant d ¢, 107 ou 2w dansle second et le troisiéme
facteur du numérateur, 207 ou 4w dans le quatriéme, et

ayant égard aux relations (9), on peut, en ordonnant les
facteurs, mettre la valeur précédente sous la forme

13) [k—A ()] [k—A (e 40)) [k—A (e~+ 8i)) (A — A (e+12i)] [k— A (e +16i))]
KB'(21).B° (41)
Soit p =9 = 4.2 —1; le second membre de l’éqdation
(10) sera

(,_,_f) [ x5 [*A(s )] [ ]

' 2 AT(2d) 23 A% (41) .z’A’(Gz)
I~ AI 11— ‘.2 A.z

par un triple usage de la formule (11), cette expression
prend la forme d’une seule fraction, ayant pour dénomi-
nateur 4

.B*(2i).B*(4i).B*(64),
et pour numérateur le produit des sept facteurs

(4 + A,
[#—A(—2i)], [F—A(s+2i)],
(k+A(e—40)] [F+A(+44),
[k —A(—6i)], [#—A(s+6i).

Or; ajoutanta ¢, 147 ou 2w, dansles 2¢, 3¢, 6° et 5°, 28;
ou 4w dans le 4°, et ayant égard aux relations (9), on peut
&crire et ordonner ces facteurs de la maniére suivante :

[#+a@)],
g  FHAlE 4] [F+A(+ 8i),
[+ A —+12i)], [F+A(E+160)],
[+ Ale+200)], [4+AES240)];

et leur produit a la forme annoncée (13).
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§ CXI.
PEDUCTION DE .

D’aprés les formes (12), (13), (14), il est évident que le
second membre de I'équation (12) reste le méme, et que
conséquemment y ne change pas, quand on augmente la
variable e de 4:: car le premier facteur devient le deuxi¢me,
le deuxiéme devient le troisi¢me, et ainsi de suite jusqu’aun
dernier, qui devient [k=A (¢ + 4w)] ou [k A(¢)],
c'est-a-dire le premier. Or, si I'on fait x = o dans I'équa-

tion posée (10),0n a

) S

%: 1, dod y=o;

donc y sera nul, non-seulement pour x = 0 = A (o), mais

aussi pour x = A (41), A (81), A (124),..., A[4 (p —1){],

ou, ce qui est la méme chose d’aprés les relations (g), pour

x=x A(2{), = A (47), =A(6i),...,E(p—1)i.
D’aprés cela, si I'on résout ’équation (10) par rapport

a %a sa valeur sera le produit d’une constante par une frac-

tion, dont le dénominateur sera évidemment le méme qu’an
second membre de (10), et dont le numérateur sera le pro-
duit des p facteurs '

7

: x ] B x
ik [’"4(20_ RO}

..........................

Cest-a-dire que 'on aura, en employant une notation
ro
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connue,

n (1~ o)

o ('_fAz‘(’zm')>’

y__1
(r8) I=m

R

m étant une constante qu’il s’agit de déterminer.

§ CXII.
VALEUR DE LA CONSTANTE m.
Or si, dans I'équation (10), on fait
t=g, dot r=A(Xe)==k%,

le second membre s’annule, et 'on a y =1; ces valeurs
correspondantes étant substituées dans I’équation (15),
donneront, en changeant les signes des facteurs du pro-
duit II placé au numérateur, facteurs dont le nombre

(p : ,) est pair ou impair suivant que p = 4j =1, et
en ayant égard aux relations (6), d’abord, dans les deux cas,

1 B! (2 ni)

m=n A*(2ni) C'(ani)

et ensuite, en remarq;xant que

B(2ni) .
Clan) — A(p—2n)i,
d’apreés la formule (7), .plus simplement

NA*(p—2n)i
/ -_—— .
(16) "= THA(an)
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§ CXIIL

DEDUCTION DE \/1 — (%)

Si¥ on écrit une seconde fois ’équation (10), en changeant
le signe de x, et par suite celui de y d’aprés (15), si I'on
multiplie, membre 4 membre, la nouvelle équation par la
premiére, enfin si I'on extrait la racine carrée du produit,
il viendra

’ i . ek '_=——i:?z—i.
o V=V () "(({_‘x‘.’;'(,.,,,-)s)-

k2

§ CXIV.
NOUVEAU MODULE.

Oh peut disposer du module /, encore indéterminé, de
telle sorte que si ’on change ;en ‘-;-_dans le second mem-
bre de I'équation (15), '-yl- se change en ; Seit d’abord:—‘

xr

ce que devient le second membre par le changement de y

('~ )

1
n ;, on aura

$mm I ER)
i )
mz LA (2ni) .(_A—,(.;T))

et multipliant par l’équatidn (15), membre &2 membre, il
10.
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en résultera

r ‘.’—2 ‘-p—'l
lu— mMA' (2ni)  NA(p—2nr)i

d’aprés la valeur (16) de m; d’ou il suit que u sera égal
ay, s
_ nA‘(p—zn)i.

(18). { =
§ CXV.
DEDUCTION DE yi1— )%
Avec cette valeur de /, on peut changer a la fois ; en i, et

1 . . . .
2 en 7 non-seulement dans ’équation (15), mais aussi dans

!
I'équation (17), qui peut éire considérée comme étant une
conséquence de la premiére. Par ce double changement,
Péquation (17) devient, en multipliant de part et d’autre

par V—1:

k2
\/l—y’_w —z’nl_.z-’A’(p—zn)i
r = A? (2ni)
T T

A (p—a2n)i
_ i b I
T Tz NAN(2ni).NA*(p—2n)i = 7

= A’(.zni)

puis, multipliant par 'équation (15), membre 2 membre,
on aura simplement

z’A’(p—zn)i)

(vg) s/x——f=¢._,é“-('— s
‘ I (I A (2m')>

k!
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car, d’aprés la valeur (16) de m et la valeur (18)de Z,0on a

kP2 .
mOA*(2ni). 1A (p—2R)i

§ CXVI.
VERIFICATION DE LA SOLUTION.

Ainsi, le groupe complet des équations (15), (17), (19),
avec les valeurs (16) de m, (18) de Z, est une conséquence
nécessaire, soit de I'équation posée (10), soit de I'équation

déduite (15). Or, si I'on pose

{

ﬁzn( A’(zm))
. I (l .z’A”zm)

(a0) .

"(' M——zn») Q¢
)

n(l_.ﬂA’(p—zn)t =9,

‘-2

ll

™~

les trois équations de ce groupe sont, plus simplement,’

_ U
Y=y
(2!) VP—]’.zylk’fx’.g’

Vi—r=vi— Q’

mettant dans les deux derniéres la valeur de y, donnée par
la premiére, multipliant ces deux équations l'une par
l'autre, élevant au carré, et chassant les dénominateurs,
on aura '

(1) (V- U)(V—U)=(k —) (1— =) (QQ )"
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C’est-a-dire que les polynomes U, V, T= QQ/, (20), véri-
fient I'équation (3) du théoréme primitif; et comme, pour
xr=o,0na '

AU __ 1 P,
V=l, E:my sz, Q—[,

il résulte du corollaire qui suit ce théoréme qu’'en prenant
la constante M de Véquation (2) égale a

o). _ () .
(%), )

la valeur (15) de y, avec le module Z (18), donne une solu-
tion du probléme de la transformation des transcendantes et
des fonctions elliptiques.

Cette solution, mémorable dans l hlstou'e des mathéma-
tiques, est d'une généralité plus grande gncore qu’elle ne
parait au premier abord : car les facteurs des constantes m
et / sont des fonctions algébriques assignables du nombre
A (i), qui, pour un méme entier p, a, comme nous le ver-
rons, plusieurs valeyrs également admissibles. Si I'on
adopte pour Z, ainsi que nous I'avons supposé, la fraction

o] ‘, s 1
7 ° étant le méme nombre que dans les legons précé-

dentes , il en résulte que le nouveau module / est moindre
que l'ancien &, car la valeur (18) peut se mettre sous la
forme . '

. [ — Yil¢
1:&#11("‘.9’_&_25_’),

le nombre des facteurs du produit II étapt 2

—1
S5 or kest
moindre que 'unité, tandis que’les A(p —2n)i, tous
réels, ne sauraient surpasser le module k. Pour d’autres
valeurs du nombre A (7), le contraire a lieu, c’est-a-dire

i e  mr———————— .
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que le nouveau module peut surpasser 'anciem; ce qui
doune deux genres de transformation des transcendantes et
des fonctions elliptiques, en quelque sorte opposés, et dont
I'étude comparative fera 'objet de la prochaine legon.

§ CXVIL
FORMULES DES NOUVELLES FONCTIONS INVERSES.

L'introduction du complément (o’y—1—¢) apparte-
nant au groupe (A, B, C) et qui est défini au § 78, permet
d’écrire le groupe des équations (15), (17) et (19) sous la
forme suivante:

£ ) S A=A G
“(mvf)‘ A Sy =0 A (2 nd)’

(e N\ _ B () —B(p—2n)i
(23) (B (2 ’)“”’B("" B (s) — coB(ani)

o — et C(e)—coC(p—2n)i
\C(m’l)— Cle)m- C(e)—coC(2ni) ’

comme on le vérifiera sans “peine a 'aide de la premiére
ligne du tableau (25), § 78, des relations (6) et des valeurs
demetdel.

La simplicité et la symétrie remarquables de ces for-
mules (23) résultent de la notation que nous avons em-
ployée. Elles nous serviront d’excuse si l'on ne trouve pas
qu'en rejetant la fonction inverse intermédiaire Ae, § 96,
appelée I'amplitude de €, nous ayons simplifié I'exposi-
tion de 1a découverte de Jacobi.

Les applications qui terminerontle Cours actuel rendaient
indispensable I’emploi d’une notation nouvelle,, fondée sur
les définitions déduites de la considération des surfaces iso-
thermes. D’ailleurs, si I'introduction de 'amplitude a réel-
lement simplifié I’évaluation des transcendantes elliptiques,



152 ) LEGONS

clle a certainement compliqué I'étude de leurs fonctions in-
verses. Ces fonctions étant représentées par des sinus et des
cosinus, un tel rapprochement, en quelque sorte hétéro-
géne, a pu retarder la découverte de leurs propriétés carac-
téristiques. Et méme, en ce qui concerne les transcen-
dantes, on peut douter que les amplitudes soient préférables
aux paramétres thermométriques, si I'on en juge par la
vérification pénible, que Poisson a faite, des deux intégrales
définies multiples immédiatement posées aux §§ 90 et 104.
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ONZIEME. LECON.

Double solution du probléme de la transformation, — Formules et carac-
téres des deux transformations. — Théoréme sur les transformations d’une

* fonction inverse et de sa conjuguée. — Nouvelle solution de la multipli-
cation des transcendantes.

§ CXVIIL.
NOUVELLE NOTATION POUR LES = ET &',

La solution générale du probléme de la transformation
des transcendantes et des fonctions elliptiques, posée et
vérifiée dans la dixiéme lecon, conduit a des conséquences
importantes que nous allons développer dans celle-ci. Afin -
de faciliter les renvois, au lien de commencer une nou-
velle série de numéros d’ordre pour les formules et les ta-
bleaux , nous prelongerons celle de la derniére séance.

Obligés que nous sommes maintenant de considérer si-
multanément les fonctions inverses de plusieurs systémes,
il y a nécessité de désigner autrement les nombres & et &’
qui changent d’un systéme & un autre. Prenant toujours
une petite lettre pour le module, et la méme lettre accen-
tuée pour son complémentaire, nous représenterons par les
grandes lettres correspondantes les nombres @ et &’ qui
appartiennent a leur systéme. Ainsi, dans le systéme pri-
mitif que transforme la dixiéme legon , & et &’ étant les deux
modules complémentaires, K et K’ remplaceront & et @/, et
les valeurs de ces nombres dans le nouveau systéme, dont /
et !’ sont les modules, seront L et L.
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§ CXIX.
MULTIPLICITE DES VALEURS DE A (i)

Les facteurs qui composent les constantes m (16) et I (18),-
ainsi que les coefficients et les dénominateurs qui entrent
dans les produits IT du groupe (15}, (17}, (19) de la trans-
formation, sont tous de la forme A* {¢i), ¢ étant un nombre
entier. Or, en se servant de la formule d’Euler (5) et des
relations (6), il sera toujours possible d’exprimer algébri-
quement tous les A (g}, a Paide de A (i) seulement; si done
ce dernier nombre admet plusieurs valeurs différentes, a
chacune d’elles correspondra ume transformation spéciale
et distincte. Cette multiplicité existe effectivement. Le pa-
ramétre ¢ est déterminé par 'équation
) - A=k,
et quand cette équation est satisfaite, la propriété dont jouit
I'équation (12), de ne pas changer quand ¢ augmente de j/,
" et d'ott découle toute la vérification, est essentiellement
conservée. Il s’agit de résoudre 1'équation (24) par rapport
a la quantité 7.

La fonction inverse A est égale a k, non-seulement quand
e est égal 4 o ou K, mais aussi quand on ajoute a K des
multiples des deux périodes, réelle et imaginaire, 4= ou
4K, 20’ y—1 ou nK's/-:T[tab]eau (6), §61]; on aura
donc

A[(4T+ )R+ 2JK =1 | == A(pi) == &

’

I et J étant des nombres cntiers quelconques, positifs ou
négatifs; d’ou

’«(4I+1)K+2JK’\/:

(25)
14

Mais au nombre infini des valeurs de i, données par cette
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équation (25), ne correspondent qu'un nombre limité de
valeurs de A (i), par suite de la double périodicité de la
. fonction inverse, et ce nombre ne saurait surpasser p*.

§ CXX.
+TRANSFORMATION PAR i REEL.

SiVon kit [==0,J=o0,0ma i== I—;— » valeur réelle. Con-

servant les lettres m et /, pour désigner lc coefficient et le
nouveau module, dans les formulgs (15), (17) et (1), s’ap-
pliquant & tous les A () possibles, nous désignerons par p

et h les valeurs que prennent m et ! quand /= %a et tes

formules de la transformation, qui correspond a cette valeur
réelle particuliére seront les suivantes :

1o () =5 A 2l T,
1o (50) =4 2 2],

$) ! ¢ (';,,,)ZE_'_) n[,_é’(:)A’(kj’)—An)i];

@:l’l[l—-——————Az(‘)I::(zni)],

A*(p —2n)i A(p—2n)i\
=N0—y h=Ain|———);
# AT(2ni) . )
.. , - K . .

ou / est spécialement >’ @ le dénominateur commun, et

ot les A sans désignation de module apparticnnent au pri-
mitif k.
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§ CXXI. -
TRANSFORMATION PAR i/ IMAGINAIRE.

Parmi les autres valeurs de z,il en est une qui, bien qu’ima.
ginaire, conduit aux formules, pareillement réglles, d’une
seconde transformation, dont les rapports avec la pre-
miére sont 'objet principal de 1'étude actuelle. Le nombre

p=4j= 1 donnant 4 (=j) + 1 ==p, on prend dans (25)
I==j,2J=1—p;dot i=+K—-K V:f+ K;’s/:,
!
!

ou bien, en posant - ="

(27) i=%K 4 (i'— K)V—1.

Telle est la valeur de i qu’il s’agit de substituer dans les
formules générales.
Par cette valeur, on aura

(A% B, ou C)(2ai)=(A? B?, ou C’)(zni’—znk’)\/:,

puisque (A, B, ou C) (e &= 22 K) ne peuvent différer de
(A, B, ou C) (¢) que par le signe. Si 'on rapproche les
tableaux (5), § 60, et (13), § 83, ¢n établit facilement les

relations .
S A(l V—1)= kyl-——-—l %—;é—:))’

(28) ' B(ev=)= g7y

C (e,

C(c\/—-—l)zl-'m,J

en les appliquant au cas actuel , et supprimant (— 21 K')
dans les carrés (A’?, B'?, ou C'*) (2ni' — 2nK'), il vient:
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définitivement, quand i a la valeur (27) :

A(2mi)y=—k? A" (2nl")

b

(29) B2 (2ni’)
' . ’ . B2ni) Kk A?(p—2n)i’
Klp=2n) =G~ Tant) — © Bi(an)

la derniére forme résulte de 'équation (7) appliquée aux
fonctions conjuguées.

Désignons par 1 et g les valeurs de la constante m (16) et
du module Z (18) dans le cas actuel ; les relations (29) don-

neront d’abord

4 —_ k ‘
p= AP —2n)e ;n(____) =g,

kr— Tk \C (208,
et ensuite
p—1
_qA(p—2n)i o A (p—2an)i
M= =Y PG
(p—:—') étant le nombre des facteurs du produit I1. Or il
S

faut supprimer ici le facteur (— 1) 2 .En effet,ladémons-
tration commencée au § 109 suppose i réel, alors le pre-

mier membre de 1'équation posée (10) est bien x—‘IZ; il

doit étre 1 :‘IZ quand 7 est imaginaire :-car, en vue de tous

les cas, il n’est pas nécessaire d’assigner d’avance le signe
’ P g

de % au premier membre de 1’équation (10), pour que I'on

puisse déduire la forme de ’équation (15); et lorsque ensuite
on veut déterminer m, constante qui doit étre essentielle-
ment positive, d’aprés le role qu’elle doit jouer dans 1'équa-
tion (2), si p = 4j — 1, on fait x = — k au second membre
de (15), lequel devient positif quand i est réel, négatif
quand ¢ est imaginaire ; ce qui apprend qu’'a x =— k doit
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correspondre y = { dans le premier cas, et y =—1dans
le second.

D’aprés cela, si 'on achéve de substituer les valeurs (29)
dans les équations (15), (17) et (19), les formules de la se-
conde transformation seront

!
jrlise) =gt [ -]
s | (5 e)=scon[-aam )
e:nllw ;jjm,)]

v . K B .
7 élant ;, et O le dénominateur commun. On remarquera

qu’ici les produits IT ne peuvent s'annuler pour aucune
valeur réelle de A (¢), pas méme ceux qui sont aux numéra-

teurs des B (;, g) et C (;, g) » car C' est toujours compris

entre k et 'unité, et A entre 7éro et k.

§ CXXII:
NOTATION DES y,, 7,

Pour simplifier I'énoncé des propriétés réciproques des
deux transformations. (26) et (30), nous désignerons la
premiére par le symbole [ 7], la seconde par celui-ci [ p], et
& = A (e; k) étant la fonction inverse primitive, nous re-
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présenterons par y, ety les fonciions nouvelles que 1'on

obtient par les deux transformations [r]et[p]. Parexemple,
avec cette notation , on peut dire que les valeuts

z!
yr_ 1%, l_QA’(zm')
T—,IZ .z"A’(?.m'),
1— )
ol HZHM;, ],_—_.‘pn (A_(P_—“)i>‘,
A’(2ni) k
(31)
z*B'*(2ni')
Ye_1ro A% (ond)
g Xk I.+.t’A"(2ni')_’
B> (2ni')
.. A (p—a2n)i 1 k '
=t = o)

sont des solutions de I'équation (2), car elles donuent iden-

tiguement
f
s/ VE—yivi—y!

f\/ﬁ_.za 1— 2 dyp

o \/g—-),,\/'—y,,

§ CXXIII.

CHANGEMENT DE ¢ EN ¢y/— 1 DANS [].

Les équations des tableaux (26) et (30), ayant lieu
quel que soit ¢, peuvent étre traitées comme des identités,
qui existent toujours , lors méme que I'on ‘donne 4 la va-
riable une valeur imaginaire. Voyons donc ce que devien-



160 LEGONS

_ nent ces équations lorsqu’on y change ¢ en ¢ y—1. Par ce

changement, les formules (28) et les relations connues
entre (A, B, C), entre (A’, B/, C) transforment successi-
vement la premiére (26) de la maniére suivante:

kA" (e)
B'?(c)A?(2mi)
A" (s)A? (2ni)’

B"(&)
e s 22
K — A" () C(2ni)
A2 () B? (2 i)
" e
l_A”(t)C’(zm')’
K?

.« 1+

1+

:)
‘) ou

ou

et les deux autres équations (26) devienpent, par unc suite

d’opérations semblables,

' . A7 (e)A%(2mi)

K _ ¥ - . B*(2 ni)
,(e ,>~B'(e) A2 (e)C(2ni)’
B (-4 : 1—
¢ A

e [ 8. i A"(i)

h,C (y.’h>:k,C’(s)“ l_C’(o.m') )

> B’ (¢) '__A"(l)C’(zm')
k"

. ., . € -
De ces trois équations, celle en B’ (—; h’) seul permet
' B

s
=3
©

d’isoler A’ (::, h’) et C'( h’) dans les deux autres, et
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'on obtient définitivement le tableau

1, [, 1 A'(e) [ A7(s)B? 2 ni
— A (_;h)-:;.q_), y)“_l+ ()_L__)],

k' ¢ T KA (2n0i)
1, (s 1 B'(e [ A (e)C(2ni
L (S #) = & 20 n [ A0 (2],

() { - ¢ (::”‘) ar 0L :'_— EI}(T‘:ul)]
v=n[eernio 5]

_ Ap—an)i ,, T K\
PR TS ) W=pr=l C(2nai))’

o ¢’ est le dénominateur commun, et ¥ la valeur que 1’on
obtient en changeant a la fois, dans la premiére équation,
A'(s)

()
—;- en - s et P en -
! ’ ’
k A'(s) k A’ (‘_, h')

- \E

puisse vérifier que la troisiéme équation est une consé-
quence des deux premiéres; A’ est d’ailleurs le module com-
plémentaire de &, comme ¥ est celui de &.

» seule valeur qui

-

§ CXXIV.
CHANGEMENT DE s EN ¢ y/— 1 DANS [p}. -

Parle méme changement de ¢-en ¢ V—1, les formules (28)

et les relations connues entre (A, B, C), entre (A’, B/, €'),
11
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transforment ainsi la premiére équation (30)

AR (2n")
r l_--B”(c)A;’(zni')
. ,_p“““”“”,
B]’(c)B"(zni’)
E- r2 ’2 ~k,2

i’g’)_IA'(e)_ <0“* — M) e
3 T B'(¢ nC(ani’)
¥(5e) T oo

A’ () -

ou A (!)

T A (p—an)t

b

et les deux autres équations (30) deviennent, par les mémes
" opérations,

. A% (e) A" (2ni")

&  _ ¥ . & _
€ T B (e A (s ’

Bl _ gl 1— .
)’ A?(p—an)i’

. A A (p—an)i’

5
g € ‘(e . 2(¢g
B’(w’) o '—ﬁﬂm

De ces trois nouvelles équations , celle'en B (;, g’) seul

permet d’isoler A’ (; g’) et C (;;'g’> deus les deux au-
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A\
tres, et I’on a le tablean .

g%A’ (;;g’) )—l ék—,)n[l____‘w(s) ]
B

A% (2ni") |’
7 (116) =% - wptar

(34) {€ (;;g'> écgf)n['_A”( ,w(,,_z,,,,)]

AI: 3 ./
°’=_“['— (A (2],

. A’ (p—an)i’ , (p—2n)i
VA= — A”(zni’) y g= IPH(—‘_-———>

ou @ est le dénominateur commun, et g’ la valeur que I'on

obtient en changeant ala fois dansla premiére équation —~ ( )

()

e t 7 en - (‘_' g’>, seule valeur qui puisse
l 9

vérifier que la troisiéme équation est une conséquence des

deux premiéres; g’ est d'ailleurs le module complememalre
de g, comme X’ est celui de k.

.

§ CXXV.
THEQREME DES (»,, »;) ET (,, 7;)

Du rapprochement des quatre tableaux (26), (30), (33)
et (34), il résulte qu'en déslgnanl par &’ la fonction con-

juguée A’(e), et par 5’ celle qu'on en déduit par transfor-

II.



164 “LEGONS
mation, les deux valeurs

To_12 " KA (3ni)
Y Ay o A*(2ni)’
B’(zm)
__ LAY p—2n)i 1 oo\
o= Y= men (em)
(35)
\ =
o val l_IL”(zm")
2 AF T 2An(ani’)’
l—-———‘_m—

A (2ni’) Iy

donneront identiquement

d_y’P

” —_— .
ot\l:ﬂA (p 2n)1', g,=H’n(A'(p-—2n)i’)‘7

* ’ - f‘f ’ g
2 h'?— 5’ 2 —
6) f dd VAT —y V1=,

Jo Vi 2’2 [ 1 — 2 =1 dy.,
s/g”—/,’ Vi—y’

Les deux groupes [ (31), (32)] et [(35) y (36)] éta-

blissent le théoréme suivant:

Théoréme. — Si I'on applique la transformation [r] 2
la fonction inverse A [¢] et la transformation [p] 4 sa con-
juguée A’(¢) les deux fonctions nouvelles seront conjuguées
I'une de I'autre, et le coefficient m ou p sera le méme. Et,
réciproquement, si I'on applique la transformation [p] &
A (¢), et la transformation [ r] & A’(¢), les deux fonctions
nouvelles seront encore conjuguées 'une de P'autre, et le

coefficient 17 ou A sera le méme.
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§ CXXVI.
DISTINCTION ENTRE [~] ET [p]. ’

Dans la transformation [r], tableau (26), si la variable e’
parcourt l'intervalle de — K & + K, x = A (¢) marche
de —k & + k, et ne s’annule qu'une fois, tandis que

A (i, h) passe p fois par zéro. Ou, autremént, quand la
variable ¢ de A (e; k) parcourt 'intervalle 2K, la variable

:—‘de A (::, h) parcourt néccssairement l'intervalle 2pH;
K .

done 2= = apH, ou
P

{37) ' K=ppH.

Dans la transformation [p], tableau (30), si la variable
¢ parcourt 'intervalle de — K a + K, x = A (¢) marche
de —k & +k, et ne s'annule qu'une fois, tandis que
A (;, g) » ne passant aussi qu'une fois par zéro, marche
de —g a -+ g. Ou, autrement, quand la variable ¢ de
A (e; k) parcourt I'intervalle 2K, la variable % de A (;;’g)
parcourt nécessairement lintervalle 2G; on a donc
2K

5= 2G, ou

(38) K =16G.

§ CXXVIL
"RELATIONS DES RAPPORTS g

Telle est la différence caractéristique des deux transfor—

wations [r] et [p]. Si 'on applique les deux formules (37)
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et (38) aux deux transformées, y, (31) ety,(35),ona

H

K =ppH K
K=* ¥

(39) K'— o f , dois

Si l'on applique les deux formules (38) et (37) aux deux
transformées y, (31) ety (35), ona

}, d’o —g—,—_-pli—

) Lo o

K'=2pG’

§ CXXVIII.
RETOUR A 4 PAR [p] APRES [r].

Il résulte de la comparaison de ces deux groupes (3g) et
¢40), que si 'on change K en H,.G se changera en K, ou
bien-que si 'on change k en 2, g se changera en &, c'est-
a-dire que si, aprés avoir passé du module k au module A
par la transformation [r], ou de x 4 y,, on applique 4 y,
la transfbrmation [ |, pour obtenir une nouvelle fonction z,
on repassera du module 2 au module %.

. Voyons quelle sera la valeur du coefficient m ou 3, dans
cette dernié¢re transformation [p]. 1l faut, pour obtenir
cette valeur, que nous désignerons par A, changer, dans

A= lé [valeur déduite du groupe (40)] KenH,etGenK;
A H H_ 1
don A =g Malrs, d’aprés le groupe (3g), on a K_::E’?
~ donc '

(41} A=

[
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§ CXXIX.
NOUVELLE SOLUTION DE LA MULTIPLICATION.

Ainsi la tran»sformation [r], appliquée a x, a-yant résolu’
I'équation

Y LA
fo e O =

la transformation [ p], appliquée a y, résout celle-ci :

4 dy _ 1 2 dz
B A A A

d’ott I'on conclut, par I'élimination de I'intégrale transcen-
dante en y,

dz

R W el M e

c'est-a-dire que la nouvelle fonction inverse z, d’abord
exprimée en y, par des substitutions correspondantes dans
la formule y, (31) [savoir : par les changements respectifs

de yp, 8, x, k, (A, B, 0u C') de (qi'; ¥),

H’
en z, A, y.y b, (A, B/, ou C') de (q;;h’),

faits dans cette formule ], puis exprimée en x, en substi-
tuant ¥y, sa valeur (31), résoudra 'équation (42), ou le
probléme de la multiplication des transcendantes ellip-
tiques.

Cette nouvelle solution, obtenue par une double trans-
formation, c’est-a-dire par le passage du module & au
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module A, et le retour du module % au module &, se dis-
tingue essentiellement de la solution trouvée par Abel,
§ 65, sans changer de module, ou en restant dans le méme
systéme de fonctions inverses.

L’identité nécessaire des deux valeurs de z ou A (pe), en
x ou A (¢), obtenue des deux manigres, pourra conduire i
des conséquences importantes sur la liaison qui existe entre
les fonctions inverses de systémes différents. Et ces con-
séquences seront exclusivement dues a4 la découverte de
Jacobi.
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DOUZIEME LECON.

Transformation des transcendantes elliptiques étendues aux neuf fonctions
(A;) By, C;). — Transformations descendante et ascendante. — Générali-

sations. — Echelle descendante. — Kchelle ascendante. — Solution géné—
rale du probléme des échelles.

§ CXXX%.
TRANSFORMATIONS PAR LES (A, B, C).

Les solutions trouvées du probléme de la transformation
des transcendantes elliptiques s’appliquent non-seulement
i la fonction inverse A, mais a tous les (A;, B;, C;) appar-
tenant au méme systéme ou au méme module £, Il importe
de constater cette généralisation, qui donne une nouvelle
preuve de la simultanéité des neuf fonctions.

D'abord, les formules (26), § 120, de la transformation
[r], peuvent se mettre sous la forme
1 A (:—‘, h) =pA@E)N A——’ (:’m') —4& (s),
i A0

B <‘;, In) =pB()N B’(')—B’(I::,—Z::‘.))i,
(1) { B+ 5o
. LA (2ni)
s : Clo)+# B? (2 ni)
C(—;h):pC(‘)H 5 ~
® . c’(‘)+B (2ni)
! . A? (2 ni)

en chassant les dénominateurs &, k, g, substituant leurs
valeurs, ramenant 4 I'unité, dans les facteurs des proe
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duits IT, les coefficients de A*(¢) que I'on remplace ensuite
par k*—B*(¢) dans la seconde formule, par 1 — C*(¢)
dans la troisiéme.

Ainsi écrites, ces formules reproduisent par elles-mémes
les valeurs de p, h, & : ps’obtient en faisant, dags la troi-

sitme, e =0, dou C(¢)=r, et C (i, h) =13 p éant
connu, on retrouve Ak en faisant, dans la seconde, ¢ =o,
d'ou B(e) =k, et B (::, h> =h; enfin on obtient A’ en
faisant, encore dans la troisiéme, e =K, d’'on C (¢) =¥,
C (:—‘, h) =H'. Ce qui donne
A'(p—2n)i

FER AT

(v bis) h=4Arll (‘&__fz_ﬁ)_')‘,
¥P

¥=feGa

Pareillement, les formules (30), § 121, de la transforma-
tion [ p], peuvent se metire sous la forme

: A (2ni')
Az(‘) -+ k’m

B’'*(2 ni’) ’
A (2al)

(2) B(%;g)=lB(c)l]B’(,:);’](;;;(f)'—2”)i’

Fiant) B0

C (%, g) =2 C(s) “_”__w____‘_r__C’ (;),,— A” (zni’);
i — C(s)
. A" (2nl';

a P'aide des mémes opérations qui ont donné le tahlean (1).
“Ces formules reproduisent aussi par elles-mémes les valeurs

| A-(;;;g) =1A(s)i.1 o+
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del, g, &, lesquelles sont

A*(p — 2n)i

d=n A" (2ni')
‘ #
(2 bis) 8§ =G (an?)’

iy o
g'= prn(A (p 1;’2”)‘ )‘.

§ CXXXL
TRANSFORMATIONS DESCENDANTE ET ASCENDANTE.

Aux valeurs (1 i), le module primitif & étant moindre
que I'unité et A (p— 2 n)i moindre que k, le nouveau
module % est plus petit que k, et puisque 'on doit avoir

+ K*=1=Kk"+K*, ¥ est au contraire plus grand que
K. Aux valeurs (2 bis), k' étant moindre que I'unité, et
A'(p— 2n) i’ moindre que ¥, g’ est plus petit ¥, et puis-
que I'on doit avoir g*+ g'*=1=k'+ K*, le nouveau
module g est au contraire plus grand que 4.

Ainsi, des deux transformations [r] et [p], appliquées
aux fonctions inverses (A, B, C), la premiére diminue le
module, la seconde 'augmente. En outre, par la transfor-

. [~ ST )
mation [7], le rapport > diminue, ou descend en valeur,

puisque de II% il devient o

7= 1?’ § 127; et, au con-

traire, par la transformation [ p], le rapport f— augmente,

[ ]
ou monte en valeur, puisque de & il denem G o T8 pK”

§ 127. Nous exprimerons cette dlﬂ'érence caradérlsthue,
en disant que la premiére tr ansformatlon est descendante.‘
et la seconde ascendante.
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§ CXXXII.
TRANSFORMATIONS DE ¢ PAR LES (A, B, C).
Si I'on désigne par Jog, g, I'; les fonctions inverses de

% au module descendant % du tableau (1), par &, , g, I,
P ~

. . 3
les fonctions inverses de ; au module ascendant g du ta-

bleau (2), par A, B, C, les fonctions de ¢ au module pri-
mitif &, les formules des deux tableaux (1) et (2) résolvent
respectivement les équations suivantes: '

: " “"3 deﬂoa\
fA dA “Eh VE=Vi— g
8§ =
(4]

Ak — A*1— A? . Roge d,
=

Ve — & y1— .uo;,

/ h diby

k dB =P£,5adh'=+%;Vh’—%;

O = | TRV v as,
. =)j‘;ba~lgn+\g,;,/g=_u5;,

! dr,
, =f‘f
'—fl'—' dc TaVI—T3VIG— 4"
~Je imoyo—#n [ dr,

R X X
[ ]
que I'on déduit facilement des différentielles (6), § 37.

Ainsi, pour transformer la transcendante ¢, on peut
appliquer 'une ou Fautre des transformations descendante
et ascendante, indifféremment a I'une des trois fonctions
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inverses (A, B, C); les coefficients u ou 1, les nouveaux
modules % ou g, sont les mémes dans les trois cas. -

§ CXXXIII.
TRANSFORMATIONS PAR LES (A', B/, C').

Les transformations [p] et [ r] appliquées aux fonctions
inverses (A’, B/, C') du syst¢tme conjugué, donnent les ta-
bleaux (33) et (34), §§ 123 et 124, que I'on met sous la
forme
A*(2 ni)

B?(2 ni)
B(2ni) ’
A (2ni)

AH(.) + I &

N (;;.) =N

B?(e)+ B*(p — an)i
C(2ni) " ’
A’(znl)_B (¢) A

B (554) =pp ()

2

s o\ _ ',S C”(l)-—A’(:ni)’
C'(P,h>——PC()ﬂ I3

X(aan &)
N

¥ (fi¢) =ap(n

) = a i) =20,

iy A

>| =™

B”(z)—B”(p—an)i’,
. C?(2ni’)

! 2 —
B2 (c) + & A" (2ni")
A (2ni")
Z 2
C*(e)+ 4 B’ (2 ni’)
B (2ni')
A (2ni’)

¢(}ig)=rc(n v

en répétaut les mémes opérations que pour les tableaux (1)
et (2). On peut alors vérifier, par leur reproduction di-
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recte, que les coefficients w et A, les modules (&, /), (g, g)
ont ici les mémes valeurs (1 bis) et (2 bis). .

§ CXXXIV.
TRANSFORMATIONS EN (4,, B,, C,).

Il s’agit d'obtenir les formules (4) en (A,, B, C)). A

cet effet on se servira du groupe de relations

B, C, k
gt B = i— V=
A A.’ A., C A|,

k A B/
An=(—:-,, Bn—:ka, C.=(—:;9

(5) A—Bi=#, A+ Ci=1, B +Cl=14"

. ) ,
Mlp—2mfi'= oy
’ X . C{2ni’)
— e —_——
B(p—2n)i —kA.(zm")
,_Bi(2ni)
C(p—2n)i _—A.(zni’)’

empruntées aux tableaux (13) et (14), § 54, tirées du ta-
bleau (2), § 80, enfin déduites des équations (6), § 48.
On substituera ces diverses valeurs dans les formules de la
premiére case (4); exprimant d’abord tous les produits II
en Bj(¢); remarquant que I'une des trois équations qui

contient A, (i h) seul, permet d’isoler ‘B, (:—‘, h) et
C, (;I’ h) aux deux autres;- remplagant enfin B? (¢) par
A} (¢) — k* dans la premiére, par k’* — C’(¢) dans la troi-
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siéme, on obtient définitivement le groupe

/A'(:;;’f)=PA-(c)ﬂ ) =G (p—an)i

A"(zm)

K Bllr (2ni) _'A? (e)
*. 4) = uB, (o) n BiLE) + B2 (2m)
(6) <B'(ff"'> kB () =

B',’(zm) B (¢)

B, (2 i)
[ Cile) + C’ (2ni)

(o (;;h):[&.c ( ) d 22”1)+C,()
B" ni)

ot le coefficient ;1 et les modules 4 et /' actuellement trans-
formés en (C, A’), ont les valeurs

C.” (ani)

p=t E"([)-—- 2")",
. nc,* (2ni)
(6 bis) h:T,
., MAL (2ni)
W=—m=

qui se_reproduisent d’ailleurs directement quand on fait
successivement, dans la premiére (6) e =K/, A, (¢)=1,

A, G; h) =1 dans la premiére encore e = o0, A, (¢) =k,

A, (:;, h) = k; enfin dans la troisiéme ¢ = o, C, (¢) =K,

C, (i; h) =N
P

Les mémes substitutions et des opérations semblables
faites dans les formules de la seconde case (4) conduisent
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au nouveau groupe

B} (2ni')
C? (2ni')

. Cl(an?)
A+ F g

Al (s) +

(A.G;g)=M-(')“

({3 (3s6) =amn =R,
PO )
o

Gl(5) = Ch(p—2n)?,
Al (2n)

o le coefficient A, et les modules g et g', actuellement

transformés en (C,, A ), ont les valeurs

;g> =)C,(s) I

> -

wn

B (ant) O )

3= C; (2nf)
—Clp—ani”
. IA{ (2ni')
(7 bis) E=—pp=

,_NGC¢(2ni"),
- k'p—2 b

qui se reproduisent d’ailleurs directement, de la méme
maniére.

§ CXXXV.
TRANSFORMATIONS DE ¢ PAR.LES (A,, B, C)).
Si-I'on désigne par &g, , Wy, , s, les fonctions inverses

de i au module descendant A du tableau (6), par o,

Wy, s T, , les fonctions de ¢ au module ascendant g du
1 1 l g

tableau (7), par A,, B,, C,, les fonctions de ¢ au module
primitif %, les formules des deux tableaux (6) et (7) ré-
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solvent respectivpment les équations suivantes : ' '

>
4

. g, d;
\/Tm\/r—
‘—f m\/——z f o

%y

\/Jt, —gVi—ar

B, dB, f Jh'*—vs’ h= +)
O TR e,

Ao 2L

o \/g”—%;‘\(g’ +'l“a;',
* . dc, =F Pa‘ ~/| -_ l"}‘ \/h” _— I‘}l

c, Vi—Ci Vi—C V-G - g dr,
f yi—ri

o, Vé’: - P::.

que P'on déduit facilement des différentielles (6), § 37.
Ainsi pour transformer la transcendante ¢, on peut
encore appliquer I'une ou I'autre des transformations des-
cendante et ascendante, a 1'une quelconque des trois fonc-
tions inverses (A, B, , C,) ; les coefficients y ou 2, les nou-
veaux modules & ou g, qui sont les mémes dans les trois
cas, ont aussi les mémes valeurs qu’aux tableaux (1) et (2),
mais ils sont exprimés en (C,, A')), en (C,, A,), au lien

del'étre en (A, C), en (A, C').

§ CXXXVL
TRANSFORMATIONS EN (A,, B,, C,).

Enfin, on peut obtenir les formules (1) et (2) en
(As, B,, C,). A cet effet, on se servira du groupe de rela-
12
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tions
C, k& . A,
=k — = — =k =
A X P=% B’
C . kK A
(9) A,:‘ ﬁ’ B,—_.——B—y C,: A‘l ﬁ,
A’—Bl=4#, A'—€ =1, B!—Cl=4in1
_ 2 (2 i)
As(p—2n)i = o)
. A; (2 ni)
-— — A" —_—
B:(p—2n)i C. (2ni)’
k’

(p—ar)i— —
Gip—2r)i= oy

empruntées aux tableaux (13) et (15), § 54, tirées du ta-
bleau (2), § 80, enfin déduites des équations (10), § 49.
On substituera ces diverses valeurs dans les formules (1);
exprimant d’abord tous les produits IT en C; (¢); remar-

~ quant que P'une des trois équations, qui contient B, <i;h)

seul, permet d’isoler C, (-:;, h) et A, (:—‘, h) aux deux

- autres; remplagant enfin C] (¢) par B; (¢) — A" dans la pre-
miére, par A} (t) —1 dans la troisiéme, et changeant
Pordre des équations, on obtient définitivement le groupe
2 (o) _ g2 G2 (270)

A (’5. 1.) = pAs(e)0 2~ B

\p’ g o ‘A (p—2n)i—Al(s)

C2 (2ni)
Bz 3 2_2
2(e)+ 4 Al (2ni)

i -
B (p’) = B e i B ()
e\ . Ci(2nri) — C} (s)
G (p’ ")-“"C““’"c:(p-- 2m)i — C1(s)’

ou le coefficient 1, les modules / et 4/, actuellement trans-

(10)
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formés en (A,, B,) ont les valeurs
Al(p—2n)i

Al (2ai)

P
h = "‘T‘.——.a

MA;(2ni)

1 B, (2ni)
k=2 Al (2ni)’

p=0
{10 bis)

=

on reproduit : p1, en faisant, dans la premiére (10), ¢ =0,

Ay(e)=1, A, (i, h) =13 et I/, en faisant dans la seconde

t=0,B,(c) =&, B, (i, h) =7
Les mémes substitutions et des opérations semblables

faites dans les formules (2) conduisent au nouveau groupe

AN A3(s) + ;' (ani)
A, (i’ g) =M R G —an

| B (o) — 4 S22
{a1) B. E'g = )B,{(e)N A (2’"),9
, i\ O T Ep—an)7

. , Gt (2nd")
Ci(s)+ £ B (aa?)

Ci(s)+ A (p—2a)7

C. (%;'g) =12C,(s) Il

ou le coefficient 2, les modules g et g, actuellement
transformés en (A, B)), ont les valeurs
Ay (p—2n)i
A, (2ni")
1 B, (2ni")

" = 7= Kien)

A=n

P
gl -— = - .
1A, (and")
On reproduit directement p et g’ de la méme maniére.

Les fonctions (A,, By, C,) étant infinies pour la valeur
12,
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K de ¢, les tableaux (10) et (11) ne peuvent pas repro-
duire directement les modules % et g; mais ce seront, au
contraire, ces modules qui se reproduiront, dans les ta-
bleaux qu’on obtiendra, en exprimant par les (A’,, B,, C)
les formules (4); a leur tour, A’ et g’ échapperont a ce
genre de vérification.

§ CXXXVIL
TRANSFORMATIONS DE ¢ PAR LES (A,, B,, G,).

Si I'on désigne par &g, W3, Ts,, les fonctions inverses

de ‘; au module descendant k du tableau (10), par &,

Uoey Loy les fonctions de ; au module ascendant g du

tableau (11}, par A,, B,, C,, les fonctions de ¢ au module
primitif %, les formules des deux tableaux (10) et (11) ré-
solvent respectivement les équations suivantes :

Ja; dJoa
=p
. V- )L,;«'—h’ V !
Ry, | ddoy,

v VA=A
’U‘*a\’ d’llba,
—PJ; J"‘!’;‘ Y] \/'Iﬁ);‘."' R

—)f \/_Tg“’s/%’ 5

. dc; o VI3 +uyrg+h

VCi1 /CI#" , fru dT,,

\/r’ “+1 \/rz +g”,
que 'on déduit aisémens des différentielles (6), § 27.




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 181

Donc enfin, pour transformer la transcendante ¢, on
peut appliquer I'une ou I'autre des deux transformations
descendante et ascendante, a I'une quelconque des neuf
fonctions inverses (A;, B;, C;); les coefficients u ou 1, les
modules % ou g auront les mémes valeurs dans tous les cas,
quoique étant exprimés d’une maniére différente d’un
groupe i I'autre.

§ CXXXVIIL
GENERALISATION DES TRANSFORMATIONS.

A chaque valeur du nombre entier impair p correspon-
dent, pour la transcendante ¢, deux transformations dites du
degré p, et qui sont,’'une descendante, I'autre ascendante.
Pour opérer ces transformations, on peut exprimer la trans-
cendante, a I'aide de I'une quelconque des neuf fonctions
inverses (A;, B;, C,), par la premiére intégrale de I'une des
neuf équations (3), (8), (12), et la fonction inverse trans-
formée sera donnée par I'une des neuf formules (1), (6), (10)
au module descendant %, ou par l'une des neuf formules
(2)> (7)s (1) au module ascendant g. Le probléme de la
multiplication de la transcendante se résoudra en appli-
quant successivement deux transformations du méme degré,
la premiére descendante, la seconde ascendante, a la méme
fonction inverse, quelle que soit d’ailleurs cctte fonction.

§ CXXXIX.
ECHELLl_z PESCENDANTE.

Soit x=F (¢; k) la fonction inverse que I'on adopte ; une
. . 8
premiére transformation descendante donnera y=F (-r; h) )
: B
qui, par une seconde tranformation aussi descendante, don- .

€ . o oy
nera y,=F ot hy)s qui, par une troisiéme transfor-
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mation encore descendante, donnera y, =F (P'Fs}‘ 3 h,):
) 12
et ainsi de suite. Les degrés de ces transformations peu-
vent &tre les mémes ou tous égaux a p; ils peuvent étre
différents ou successivement égaux a p, p,, ps,.... Dans
tous les cas, la suite des,modules k, A, &,, As,... formera
ce qu’on appelle une échelle descendante. Cette suite con-
vergera vers zéro, et I'on pourra la prolonger jusqu’a un
-terme /; aussi petit que 'on voudra. Alors la fonction in-

verse y;=F (

m—;; /1,-) aura trés-sensiblement la
tP3e .o P

méme valeur que dans le systéme correspondant & k=o,
analysé aux §§ 96 et 97; si I'on désigne par 6 la variable
de cette derniére fonction inverse, on aura, i trés-peu
preés, .

(13) ) s=ppp,...p.0,

et, pour obtenir une équation d’ou I'on puisse tirer 6, on
égalera I'une & I'autre la derniére transformée y, = F (6; h)
exprimée en x =F (¢; k), et la fonction inverse F(0;0)
appartenant au systéme de k = o. Par cxemple, d’aprés le
§ 97, cette équation finale scra

Yi

sinf==", siFestA,
hi

cosez’%. siFestB,
2 o

:’+' —5— Jis siFest A, ouB,,
(4 .

(14) ..

e’ =—e . \

—=y;, siFestC,.

e + et

sécd = y;, siFest A,ouB,,
tang0 = y;, siFestC;,

et, pour chaque valeur de x = F (¢; k) , on aura a résoudre
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une équation transcendante afin d’obtenir la valeur corres-
pondante de 6 qui, substituée dans I'équation (13), don-
nera €. ’

§ CXL.
ECHELLE ASCENDANTE.

Pareillement, si 'on fait subir a la méme fonction in-

verse x = F (¢35 k) une suite de transformations, toutes
ascendantes , du méme degré ou de degrés différents, elles

. /
donneront successivement y =F G, g>,y, =F (ﬁ. g,),
1

)’,=F(ﬁ%—:g,>,---- La suite des modules k, g,g,,

"81,... formera ce qu'on appelle une échelle ascendante.

Cette suite convergera vers I'unité, et I'on pourra la pro-
rg ’ po P

longer jusqu’a un terme g;, tel que 1 — g, soit aussi petit que

on voudra. Alors la fonction inverse y,=F (m%)—i; gi)

aura trés-sensiblement la méme valeur que dans le systéme
correspondant a k = 1, analysé aux §§ 100 et 101; si donc
on désigne par ¢ la variable de cette derniéve fonction in-
verse , on aura, a trés-peu prés,

(15) ' YW YR

et, pour obtenir une équation d’ou l'on puisse tirer ¢, on
égalera l'une a I'autre la derniére transformée y, =F (§; ;)
exprimée en x = F (¢; &), et la fonction inverse F(¢§; 1)
appartenant au systéme de A = 1. Par exemple, d'aprés le
§ 101, cette équation finale sera

. y .
sing = =", siFestB,

)

(‘05\'! = {7‘ s siFest C, .
(.13
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g¢—e—¢ .
m:,ﬁ, siFestA, .
(16) e 4 e ,
ﬁ:y,, siFestBouC,
¢ —¢
%’_’- ‘_s":y,, siFestA,,
er — ¢
2 .
m:yi, si F est B, ou G;;

et, pour chaque valeur de x =F(e; k), on aura encore i
résoudre une équation transcendante afin d’obtenir la va-
leur correspondante de ¢ qui, substituée dans l'équa-
tion (15), donnerae.

§ CXLI.
PROBLEME DES ECHELLES.

Avant les découvertes d’Abel et de Jacobi, on attribuait
une importance extréme a 1’établissement des échelles de
medules, soit descendantes, soit ascendantes, et 1’on ne
connaissait qu’un petit nombre de transformations, dont le
degré ne surpassait pas 5. Ce qui précéde montre que le
nombre des transformations et des échelles, utilisables pour
évaluer approximativement les transcendantes elliptiques,
est actuellement infini. On a ainsi la solution générale
d’un probléme, jadis fameux, dont Euler, Lagrange, Le-
gendre surtout, se sont tant occupés, et dont ils ne possé-
daient que des cas particuliers, édifiés a grand’peine.
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APPENDICE

A LA DOUZIKME LECON.

Avant d'aborder les applications physicomathématiques
des fonctions inverses (A;, B;, C;), il importait de résu-
mer succinctement leurs propriétés communes et diverses.
Or les formules (1) et (2), (6) et (7), (10) et (11), établies -
dans la legon qui précéde, sont toutes vérifiables a I'aide
des mémes propriétés, qu’elles rapprochent et passent en
revue de la maniére la plus simple et la plus compléte. La
vérification directe de ces six groupes de formules pourra
donc remplacer le résumé que nous jugions nécessaire.

Il faut premiérement rendre plus commodes et méme
compléter les tableaux (10) et (11), pages 84 et 85, destinés
. & donner les séries des valeurs de la variable, qui annulent
et rendent infinies les fonctions inverses. On atteint le but
en remplagant, dans ces tableaux, tous les multiples 4
et 4j qui &'y trouvent par 2i et 2j, tous les multiples
(4i+1) et (4j + 1) par (2i+ 1) et (2j +1); ces entiers,
pairs et impairs, pouvant étre ou positifs ou négatifs.

En effet, si 'on considére ces tableaux tels qu'ils sont,
on peut prendre les entiers i et j positifs ou négatifs; on
peut aussi changer le signe des parenthéses sans altérer les
seconds membres. Or si, dans un des multiples (47 +1) ou
(47 +1) on change le signe de ¢ ou de j, puis le signe de la
parenthése qui contient ce multiple, il deviendra (4¢—1).
ou (4j —1); un nombre impair quelconque peut donc le
remplacer. .

D'un autre cété, les fonctions A, B, B,, C,; s'annulent
deux fois dans leurs périodes réelles qui sont a quatre qua-
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drants, savoir : A pouroet 2K, Bpour K et 3K, B, pouro
et 2K/, C, pour K’ et 3K’. Pareillement les fonctions A,,
B, sont infinies deux fois dans leur-période réelle qui est
a quatre quadrants, quand ¢ = K et quand ¢ = 3K. Ce qini
double les séries pour les fonctions précédentes, et par suite
pour toutes les autres, d’aprés les liaisons ou les passages
indiqués aux §§ 63 et 64, De 1a résulte que les 4¢ et 4j
doivent étre remplacés par 27 et aj, non-seulement dans
les multiples impairs, mais aussi dans les multiples pairs.

En un mot, si, pour,une valeur quelconque de ¢ au ta-
bleau (6), § 61, les périodes réelles ou imaginaires sont de
deux sortes, 4 quatre quadrants et & deux seulement, dans
les séries des valeurs qui annulent et rendent infinies les
fonctions inverses, toutes les périodes, sans exception, sont
a deux quadrants. Telle est la régle simple et commode qui
servira de point de départ a toutes les vérifications qui vont
smivre.

D’aprés cette régle, les séries des valeurs qui rendent in-

finies les (A;, B;, C;) sont au nombre de trois senlement,
une pour chaque indice. Mais les séries des valeurs qui
annulent les neuf fonctions restent distincles.

Pour simplifier, F; représentera une quelconque des
fonctions inverses avec son indice, et pour faciliter les
renvois, les lettres suivantes désigneront les formules em-
ployées, savoir :

L :(13).§ 42, domant les F (K —¢) par les F (¢);
M:(3), §67, donnant les F (K — ¢) par les F;(¢);
N:(7), § 62, donnant les F{K —¢) par les F, (s);
P:(9), § 62, des transformations complémentaires ;
Q:(25), § 78, donnant les coF; par les F;;
R:(13), (14), (15}, § 84, des transformations réelles;
1

: (58), (5 bis), § 60, des transformations imaginaires.
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Aux formules Q, il faut joindre les suivantes, Que nous

désignerons par Y/, et qui donnent les co F; (¢ y/ —1) al'aide
des F;(¢) ou desco F(¢):

coA (sy=1)=y—1 B{‘)—coC’( ¢),

oB(ey=7)=# L= L 0w (e)

Oy
coCley—1)= A_".(s—) = —co A'(e);

iAo
coBy (Y= B.’"(‘E) V_ 1 0B, (s),
& C, (E)z —_ coAl, (E)a

oA, (Y1) = ——

)

)
coBy (+Y=1) = 2= i = A
coC,(e\/_—x): ! ))

Onles obtient en employant successivement les (Q,1,R, Q).

Il importe de remarquer que toutes ces valeurs changent de”
signe avec ¢ : dans la premiére case par A’ (¢), dans la se~

conde par B’ (¢), dans la troisiéme par C, (¢). Il en est de

méme des coF; donnés par les formules Q: la premiére
ligne changeant de signes avec A, la seconde avec By, la
troisiéme avec C,.

Toutes ces préparations faites, si Ton pose

) xz = Fi(e; k) =F;(e),
les six groupes de formules qu’il s’agit de vérifier donnent,
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en fonction rationnelle de x : soit

y= F(i;h);

le dénominateur p et le module & étant tels que
K=ppH, K =pH,

relations ont p cst un nombre entier, impair et quelconque:

soit
[ 4
ry=F (;; g)s
le dénominateur A et le module g étant tels. que
K =13G, K'=)pG.

. K . ) . '
Dans le premier cas, ayant posé — = ¢, le dénominateur

de y doit s’annuler pour toutes les valeurs distinctes de z,
données par le tableau suivant:

F(B' y=1— 2rH; R)=w, s=K y—1— 24,
x="F (s) =coF (2ni);
F, (H’+pH Y—1—anrH \/:l—; b=, e=K'+K \/—_l—zm'f:h
z=F(¢)= coF.(zni\/—l);
F.[(p—2nr)H;h)=w, s=(p—2n)i=K —2ni,
x =PF,(s) =coF.(2ni),
ou 7 est un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
(Dans chaque case, la premiére équation indique une série
de valeurs de = qui rendent y infini, la seconde les valeurs

correspondantes de ¢, la troisiéme celles de x.) Ces valeurs,
les (Q, Q'), et la loi des changements de signes des coF,
justifient complétement les dénominateurs des groupes

(1), (6), (10). .

K ..
Dans le second cas, ayant posé — = ¢, le dénominateur
P
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dey doit s’annuler pour toutes les valeurs distinctes de x
données par le nouveau tableau

Fl(p—2r)6'V—1;8]=, s =K’\/:T—znif¢:,
x=F(s) :coF(zm"ﬁ);

F(pG' + Gy—1—2nG; g):cp, «=K'+K \/:—- ani’,
z=F,(s)=coF, (2ni");

F.(G —2rG'y—1;8) =®, s=K—2na’ V—1,
V r = F,(:)=coF,(2m”\/—1).

Ces valeurs, les (Q/, Q), et laloi des changements de signes
des coF;, justifient la composition des dénominateurs dans
les groupes (2), (7), (11). »

Passons aux numérateurs. Pour les formules (1) qui
expriment les F appartenant au module 4, on a

A(2rH;h)=o0, s=2ni,
A(e) = A(2ni);
B[{p—2nr)H;k]=0, e =(p—a2n)i,

A (2ni)
C(2n)’

B(c):B(K—zni): £

clw V=1—(p—2n)B; k=0, s= K'yV—1— (p— 2nR) i,
,A(2ni)

C(s)=coC(p—2n)i= V—1# B(am)

[Dans chaque case, la premiére équation indique une valeur -

générale de iqui annule y, la seconde la valeur correspon-

dante de ¢, 1a troisiéme celle de z, ou de F (¢)]. La seconde
valeur de B (¢) résulte des L, celle de € (¢) des (Q, L). Les
trois valeurs définitives s'annulent et changent de signe
avec n, par A (27i); les polyndmes variables qui com-
posent les numérateurs des formules (1) sont ainsi.complé-
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tement justifiés. Les premiéres valeurs, jointes a la forme
générale des dénominateurs, justifient pareillement les
formules (23) du § 117.

Pour les formules (6) qui font passer les F, du modulek

au module %2, on a

Afp— 2rl)H\/—_l;h]= o, s=(p— 211)1'“-——_!,
A(s)=A (p—2n)i y—1=C, (p—2n)i;

B, (2rH \/;—l;h)=o, e =2niy—1,
B,(s) =B, (2ni y=1)=y—=1B, (2ni);

C|(HI— 2nH v—-—-l',ll.)zo, § =K,,_2"i~/:’

Ci(s)=Ci(K —2ni V—1)= Fg 8;1(;

Les secondes valeurs de A, (¢) et B, (¢) résultent desI,
celle de C, (¢) des (N, I, R). Ces trois valeurs s’annulent
et changent de signe avec n, par B, (2n:), C, (K) =o, et
parce que C, (p—2an)i et C, (p+ 2n)i ont des signes
contraires; tous les facteurs variables aux numérateurs des
formules (6) sont donc justifiés.

Pour les formules (10) qui transforment les F, par le
passage au module %, on a

A V=T —(p—2r)H;k]=0;, 1=K V—1—(p—2n)i

M) =M[K'V=1— (p —2n): ]="§i,§2f'.i§
Bz(ﬂ’v——;l-—znﬂ;h)::o, ‘=KIJ:_2"{,
k C:(?.’H').

B,(s) =B, (K’ y/-——-_i —ani)=

V—1 Ai(2ni)’
C:(2nH;3; h)=o0, &= 2ni,
G (s) =C.(2ni).
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La seconde valeur de A, (¢) résulte successivement des
(P,I,N, R), celle de B, (¢) des (P, I, R). Les trois valeurs
" définitives s'annulent et changent de signe avec n, par
Cs (2ni) 3 les numératears variables des formules (lo) ont
ainsi leur justification. ‘
Pour les formules (2) qui expriment les F appartenant
au module g, on a

A(2rG Y=1;g8) =0, s=2ni'y—I,
A ()= A(zm”F) V=14 A’(zm ),

B’(zm’)
B(G—znG’V-—x;g‘,‘:—..o, e=K—2ni’ \/-l,
B(s) =B(K—2nri’y—1)=y—1B'(p —2n)i’;

tf6—(p—2m6' y—13;8] =0, e=K—(p—a2n)i'y=1,
C(s)=C[K— (p—2n)iy—1] = A’ (2ni").

La seconde valeur de A (¢) résulte des (I, R), celle de B (¢)
des (P, N), ainsi que celle de C (¢). Ces trois valeurs s’an-
nulent et changent de signe avec n, par A'(ani’),
B (K/)=o, et parce que B'(p—an)i’ et B'(p+ 2n)i'
ont des signes contraires; ce qui justifie tous les facteurs
variables, aux numérateurs des formules (2).

Pour les formules (7), qui font passer les F, du module %
au module g, on aura

A[GY—1+pG —(p—2n)Gigl=0,
e=K +Ky—1—(p—an)i,
B.

A (s)=coA,(p—2an)i'=y— (2’")

2m’)

B,(2rG58) =0, ¢=a2ni,
B, (¢)=B,(2ni),

Ci(p —2n)G58)=0, s=(p—2n)i,
C(e)=C(p— an)i’.
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La seconde valeur de A,(e) résulte successivement des
(Q, N, R). Les trois valeurs définitives s’annulent et chan-
gent de signe avec n par B, (2n’), C,(K') = o, et parce
que C,(p—an)i’ et C,(p-+2an)i ont des signes con-
traires; tous les facteurs variables aux numérateurs des
formaules (7) ont ainsi leur justification.

Enfin, pour les formules (11) qui transforment les F,
par le passage au module g, on a

A,(G-i—pG’\/——znG'\/_ g)=o,
e=K +K'y—1—2ni =1,
As(s) = A, (K + K y—=1— 28 {=1) = V=1 C,(22"),

B,[(p—-zn)G’\/:;g]::o, ¢ = (K' — 2ni' )y =1,

C’ nt
B.(s) =B [(K' — am’)y/__—J =¥ gm ;

C,(ﬁnGV—l;g y=o0, s=2n'y—0v
C,(2ni)

6= € (an V=) = y=i 4 22

La seconde valeur de A, (¢) résulte des (P, I), celle de B, (¢)
des (I, M), celle de C,(¢) des (I, R). Ces trois valeurs
s’'annulent et changent de signe avec n, par C,(2n'); les
numérateurs des formules (11) sont donc justifiés.

De I'ensemble de ces vérifications partielles a une dé-
monstration générale et directe, aussi simple que celle d’A-
bel, il n’y a qu’un pas. J’évite de le franchir : quand on
expose une découverte aussi importante que celle de Jacobi,
il faut conserver la méthode de I'inventeur. Remarquons
cependant que la solution du probléme de la transforma-
tion des transcendantes elliptiques peut éire résumée en
une seule formule, comme celle de la multiplication I'est
par la formule (15) au § 85. En effet, en désignant collec-
tivement par F les neuf fonctions inverses, et en se servant
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des (Q, Q', L, N, R);, on déduit successivement les six
groupes vérifiés, de la formule unique

n
2(g) — ———
F(e) coF? (2 ne)

(a) F(% ’)sz‘)“Fi(s)—-con(zne)’

le coefficient constant » étant A* pour un A;, — k*k"* pour
un B;, A’* pour un C,.

S’agit-il de passer au module descendant %, faisantm =g,
l=h,onprend e=isiFest A, B,C, A,, By,0uC,, et
e=iy—isiFest A, B,,ouC; pufs M=ppourA, B,
C,C,,C,, et M =zp pour A,, By, A,, B,, suivant que
p = 4j ==1. S'agit-il de passer au module ascendant g, fai-

sant m=1,/=g, on prend e=i'y—1siFestA,B,C,
A,,By,0uCy,ete=i'siFestA,,B,, ou C,; puisM=12
pour A, A,, A,,B,,C,, et M===12 pour B,C,B,,C,,
suivant que p = 4j *1.

Ainsi, lintroduction des trois complemems naturels et
des coF, » §§77 et 78, qui permet d’exprimer en une seule
les formules primitives d*Euler, raméne aussi 4 'unité les -
formules finales de la transformation , trouvées par Jacobi.
Preuve nouvelle qu’un des caractéres principaux, le plus
essentiel peut-étre, des neuf fonctions inverses F, cest
d’avoir toutes des coF, ou d’étre toutes infinies pour cer-
taines valeurs finies de la variable, réelles ou imaginaires.

Il n’est pas inutile d’observer que la formule (a), qui
groupe les neuf fonctions inverses par les indices, quand il
s'agit d’assigner le complément naturel ou le coF, les
groupe au contraire par les lettres, lorsqu’il faut choisir la
valeur de-la constante ». Le premier classement est celui
qui sépare les axes des trois familles de surfaces isothermes,
le second celui qui distingue les valeurs des coordonnées
rectilignes (x, y, z), (3) §81. En outre, le groupe des
fonctions impaires (A, B,, C,), qui fournit exclusivement

13
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les dénominateurs des co F, est aussi nettement indiqué
dans le systéme des coordonnées thermométriques (a, f3,7)
par I'équation remarquable

2+ y'+ 22 =c*(A*+ B} + CI),

‘que 1'on déduit sans peine des valeurs citées. Ces coinci-
dences, et d’autres encore, ne font que constater la liaison
intime qui existe entre les définitions géométriques et les
propriétés analytiques des fonctions étudiées.
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TREIZIEME LECON.

Objet des derniéres lecons. — Probléme des températures stationnaires. —
Conductibilités ; flux de chaleur. — Démonstration directe de I'équation
générale de I'équilibre des températures : — en coordonnées rectilignes
— en coordonnées sphériques — en coordonnées elliptiques.

§ CXLIL
OBJET D'UNE NOUVELLE ETUDE.

L’objet principal de nos legons est de rendre évident un
principe dont voici I'énoncé. Les propriétés communes et
diverses des fonctions trigonométriques et exponentielles,
telles que la périodicité réelle pour les premiéres, la pério-
dicité imaginaire pour les secondes, et, pour toutes, les
régles de 'addition et de la multiplication des transcen-
dantes, ne sont que les traces, ou les résidus, des propriétés
plus générales et plus complétes, appartenant aux fonc-
tions elliptiques ou inverses (A;, B;, C;).

Or, pour mettre ce principe hors de doute, une derniére
vérification est indispensable. Les fonctions trigonomé-
triques les plus simples, les sinus et cosinus, jouissent de
la propriété, si importante pour les applications , de com-
poser diverses séries capables de représenter une fonction
quelconque entre certaines limites de la variable. Lagrange
et Fourier, Legendre et Laplace, ont successivement dé-
couvert et utilisé plusieurs séries de cette nature, qui leur
ont permis d’aborder et de résoudre une multitude de ques-
tions importantes de physique mathématique et de méca-
nique céleste. Telle est la propriété dont il faut trouver

v 13,
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Panalogue, ou le germe, dans le systéme général des fonc-
tions inverses (A;, B;, C;).

§ CXLIII.
PROBLEME GENERAL. c

Pour y parvenir, il suffit d'étudier un des problémes gé-
néraux les plus simples de la théorie analytique de la cha-
leur, celui qui concerne I'équilibre des températures d’un
corps solide homogéne, soumis a des sources calorifiques
constantes. La solution de ce probléme pour le prisme
rectangle conduit aux séries de Fourier. La solution pour
la sphére introduit les séries de Laplace. Enfin c’est en
résolvant le méme probléme pour I'ellipsoide a trois axes
- inégaux, qu’on arrive aux séries correspondantes des fonc-
tions elliptiques.

Il s’agit, dans les trois eas, d’intégrer, sous certaines
conditions, 1’équation aux différences partielles A,V = o,
du § 1, exprimée en coordonnées rectilignes pour le prisme
rectangle, en coordonnées sphériques pour la sphére, en
coordonnées elliptiques pour l'ellipsoide. Les deux der-
niéres expressions se déduiraient de la premiére a I'aide
des formules de transformation (27), § 105, et (3), § 81.
Mais on peut établir successivement ces trois équations, en
partant directement pour chacune du systéme de coordon-
nées qu'elle emploie ; méthode que nous préférons, et que
nous allons suivre. Facilement applicable 4 tout autre sys-
téme de coordonnées curvilignes, cette méthode directe a
Pinappréciable avantage d’éviter tout passage par I’antique
systéme des cordonnées rectilignes : instrument désormais
impuissant et stérile, dont I'emploi abusif sera plutét un
ebstacle qu'un secours pour les progrés futurs des diverses
branches de la physique mathématique.

)
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1l est nécessaire de rappeler d’abord deux propositions
élémentaires de la théorie analytique de la chaleur, qui dé-
finissent et évaluent les conductibilités et les flux de cha-

leur.

§ CXLIV.
CONDUCTIBIL]TES FLUX DE CHALEUR.

I. Un mur sohde homogéne est compris entre deux faces
planes, paralléles et indéfinies; ses faces sont entretenues
a des températures fixes a et b, a étant plus grand que 5.
Soient e I'épaisseur de ce mur, et ¢ la corrductibilité pour la
chaleur de la substance qui le compose. Imaginons une
section paralléle aux faces, et sur cette section une portion
de surface Q). Le mur étant en équilibre de température, il
y aura un flux constant de chaleur, allant de la paroi qui
posséde la température a vers la paroi plus froide ayant la
température 4. Cela posé, nous empruntons au Cours de
physique cette loi, que la quantité de chaleur qui traversera
Iaire {2, dans un temps ¢, aura pour expression

—b

Ol - et

Si e est 'unité de longueur,  I'unité de surface, ¢ I'unité
de temps, et si la différence @ — b est I'unité de tempéra-
ture, cette quantité de chaleur se réduit 2 ¢. On a ainsi la
véritable définition, ou la mesure exacte, du coefficient dé-
signé sous le nom de conductibilité.

§ CXLV.
FLUX DE CHALEUR ELEMENTAIRE.

II. Un corps solide et homogéne, de forme -quelconque,
est soumis a des sources de chaleur constant et diverses;
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la température stationnaire V de chacun de ses points est
supposée connue. On considére, dans l'intérieur du corps,
un élément plan, dont I’aire infiniment petite est w, et 'on
se propose d’évaluer la quantité de chaléur qui traverse cet
élément pendant 'unité de temps. Soient N la normale au
centre de I'élément, comptée a partir d’une origine arbi-
traire, et ¢ N I’accroissement de cette normale. On imagine
une nouvelle face o située i la distance normale N +dN, et
formant avec » un mur d’épaisseur infiniment petite 4 N.
Alors V étant la température de w, V + d'V sera celle de
o', et, d’aprés la loi physique qui précéde, la quantité de

chaleur cherchée aura pour expression

V—(V+dV)
“1TTUN ’
ou simplement '
" dV
(2) wq(—(_l—l\:),
§ CXLVL

POUR LE PRISME RECTANGLE.

Le corps solide étant rapporté a un systéme de coordon-
nées rectilignes et orthogonales (x, y, z), considérons dans
son intérieur un élément de volume dxdydz. Soient

w—=dydz, o, —=didzr, wo,=dzrdy,
les trois faces de cet ¢!ément qui forment le sommet le plus
voisin de 'origine des ‘coordonnées, et o, o, o, les trois
faces opposées. Il s'agit d’évaluer les quantités de chaleur:
qui traverscnt ces six faces dans I'unité de temps.
D’aprés I'expression (2), le flux de chaleur qui entre dans
I’élément par la face o est
d V\ " d V)
—_—— dydz | —— ) :
wq( F LN LI L7 z( =y

’
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on aura évidemment la quantité de chaleur qui sort de 1'é-
lément par la face ', en ajoutant a 'expression précédente
sa différentielle en x, ce qui donne

[ dV d*V
gdrds (G — G )

'excés du flux entrant par @ sur le flux sortant par o' est,

aprés réduction,
d*v -
. qdzdyds (ZZT) . i

De la méme maniére, le couple des faces (w,, »') donnera
Pexcés :

dv
gdzdydz ( 2 ) ’

et le couple (w,, w)) celui-ci :
d*Vv
qdzdyds (d_z’- ) .

Or la somme de ces trois excés, ou de ces trois gains de
chaleur, doit étre nulle, puisque la température de I'élé-
ment est stationnaire; on a donc

(3) A

dr? dy? dzr ~
Et telle est I'équation générale de I'équilibre des tempé-
ratures, exprimée en coordonnées rectilignes, que nous

avons posée au §1.

§ CXLVIL

POUR LA SPHERE.

Le corps solide étant rapporté au systéme habituel des
oordonnées sphériques, qui sont : la longitude ¢, la lati-
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tude 9, et le rayon p, considérons dans son intécieur un élé-

ment de volume pcos6dy.pd8.dp, compris entre deux

plans méridiens de longitudes ¢ et ¢+ d¢, deux cones de

latitudes 6 et 6 + d0, deux sphéres de rayons p et p+dp.
Soient :

o=pd0dp, © =pcosddydp, w=p cossdydo,

les trois faces de cet élément qui forment le sommet ot les
trois coordonnées ont les moindres valeurs, et o/, @ , v,
les trois faces opposées. Il s’agit d’évaluer les quantités de
chaleur qui traversent ces six faces dans I'unité de temps.

D’apreés I'expression (2), le flux de chaleur qui entre dans
I’élément par la face » est le produit

dav dod av
gpdodp (— pcosb dw[») ot qcos OP (—. H) i

on aura évidemment le flux de chaleur qui sort par o', en
ajoutant 4 I'expression précédente sa différentielle en ¢, ce
qui donne

qdbdp dvV d*V 4);
cosd \ dy dY? ’

Pexcés du flux entrant par  sur le flux sortant-par ' est,
aprés réduction,
1 d*v

Le flux entrant par v, étant
dv av
do(—2S1 —_
gpcosfdy p< pde) ou qdnludp( =0 ooso)a

) - . : 12
celui qui sort par @, sera

v
d — cos 6
dv d
qdy dp (—‘—’—o—coso _—_.f’ﬂ_ d9>-, :




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 201

d'ott résulte un second excés égal a

d
dlcoso

gdodydp. —

Le flux entrant par , étant

v ayv dyv
qpacosOdv{adG(—a) ou qcosOda[;dQ(__Pad_P),

celui qui sort par v, sera

' dv
dp* —

Al dp R

qcosO:h]adO(- P d_P._. P dp),

d'oti résulte un troisiéme et dernier excés égal &

dp’j——v
gdodydp. — =L cose.
P dp .

Or la somme des trois excés, ou des trois gains de chaleur,
doit étre nulle, puisque la température de I'élément est sta-
tionnaire; égalant donc cette somme 4 zéro, supprimant le
facteur commun gd{ d6 dp, et divisant par cosf, on aura

dv
d——cosf dp*—
1 ad*v 1 dé
(4)

cos’od—\p;+cose de . + dp

Telle est I'équation générale de I'équilibre des tempéra-
tures, exprimée en coordonnées sphériques.

Silon représente par p le sinus de la latitude, on pourra
prendre g au lieu de 6, pour la seconde coordonnée sphé-
rique, et puisque l'on a

sinf=p, cosfdb =dp, cos’d=1—p’
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I'équation (4) deviendra

dv dv dv
—-— L Sl il

(5) ay d(1 F)dy. P dp—-o
T—p T dg dp

forme adoptée par Laplace.

§ CXLVIIL
POUR L’ELLIPSOIDE EN GENERAL.

Le corps solide étant rapporté au systéme des coordonnées
thermométriques («, 3, ) du § 81, considérons dans son
intérieur un élément de volume dsds,ds,, compris entre
deux surfaces infiniment voisines au paramétre o, deux au
_ paramétre (3, deux au paramétre y. Soient '

» =ds,ds,, w,=ds;ds, w;=—dsds,,

les trois faces de cet élément qui forment le sommet ou les
paramétres ont les moindres valeurs, et o, w7, ), les trois
faces opposées. 1l s’agit d'évaluer les quantités de chaleur
qui traversent ces six faces dans 'unité de temps. Rappelons
que dans le systéme de coordonnées actuelles, on a les
valeurs

ds = cD,Dyda, ds= ¢D,Ddf, ds,=cDD,dy,
[(5), §83)]; les D; étant donnés par le tableaun (2), § 80,
qui montre que D est indépendant de a, D, de 3, D, de y.

D’aprés I’expression (2), le flux de chaleur qui entre dans
I'élément par la face » est

dv . dv
ﬂq (-—- _(—I}_> ’ ou qd.ﬁ d.f, (-—- —-d?) 'Y

dv
.elgD? dBd ——
¢qD'D, D, dp 7( cD.D,da)’

ou
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ou enfin .
d
cqD*dfdy (—‘ 'd—:r)%

on aura évidemment la quantité de chaleur qui sort del'élé-
ment par la face ', en ajoutant & I'expression précédente
sa différentielle en «, ce qui donne

dv  d'v
qu’dﬂdy(—-E—da, da),

puisque D ne varie pas avee «; 'excés du flux entrant par
o sur le flux sortant par o', est, aprés réduction,

dzv
chadﬁd'y.D’d =
@

De la méme maniére, le couple des faces (v, ,) donnera
I'exces
a*v
chadpd'].]): —;F;’
et le couple (w,, wg) celui-ci
d*v
cqdadBdy.D; :1-?
Or la somme de ces trois excés ou de ces trois gains de
chaleur doit étre nulle, puisque la température de Pélé-
ment est stationnaire ; on a donc nécessairement
AV av L dy

— 2 —_—
(©) DDy TP

Telle est 'équation générale de I'équilibre”des tempéra-
tures, exprimée dans le systéme des coordonnées thermo-
métriques (, B, 7).

Les D; peuvent étre exprimés indifféremment par les A;,
par les B, ou par le C;. Adoptant le premier mode, et sup-
primant V’indication de la variable qui sera toujours o
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pour A, 3 pour A,, y pour A, , 'équation (6) deviendra

d*v v oAV

- Enfin si 'on désigne par
(8) v=cA, p=cA,, p=cAy

les premiers axes des trois familles de surfaces conjuguées,
il résulte du § 93 que les coordonnées thermométriques
(x, B, y) seront les transcendantes

f \/b’-—v’ c’—v

dp
bW%PW—W

fvpb'a

et 'équation (7) multipliée par c* prendra la forme

2 2

(0) (=) G + (¢ =) T + (W= 7y =0,

plus commode dans les applications.

Pour la 'recherche que nous entreprenons, il 1mporte
d’exprimer aussi I'équilibre des températures dans deux
autres systémes de coordonnées : celui des ellipsoides pla-
nétaires, § 97, et celui des ellipsoides ovaires, § 101. Ces
_ systémes n’étant que des cas particuliers des coordonnées
elliptiques , les nouvelles équations se déduisent de 1’équa-
tion générale (7) ainsi qu’il suit.
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§ CXLIX.
POUR L'ELLIPSOIDE PLANETAIRE.

Si au lieu de la coordonnée thermométrique « on adopte
pour paramétre la fonction inverse intermédiaire 6 du § 96,
on aura
do

A:ks'ino, da=— —_—
Vi—Fsin'6

——————dV
2 in?
dy1 ksm.odo

a*v

—=Vi—Fsn——

= = VI k?sin? @ 70 ’
et 'équation (7) prendra la forme

—_—d
d\/l-—k’sin’od—;r
(A2 — A?)1— #sin’ 6 -

av__
d'y’_

\ LAY , :
<+ (A; — A*sin?0) a5 + (A} — A*sin?0)

Faisant maintenant k = o, on passera au systéme des el-
lipsoides planétaires dans lequel Ay=sécy, A, = Hsécf;
et Péquation précédente deviendra ,

(11) (séc’y—Hséc’g)‘g—o—Y + j’—;séc"/ +§_’—Yﬂséc’p =o;
telle est ’équation de I'équilibre des températures expri-
mée a I’aide des coordonnées du § 97.

On peut mettre les coefficients de cette équation (11)
sous une autre forme plus commode. Désignant le demi-
diamétre équatorial par A pour les hyperboloides & une
nappe, par p pour les ellipsoides, il résulte des §§ 16
et 13, que les paramétres thermométriques 3 et y seront
les transcendantes

i) p=e [ 2 [
=c —_——— =c ——
) XJ".:_)‘: 7 e P Pr__cz’
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lesquelles donnent inversement

c
E(B)
D’aprés cela, multipliant I'équation (r1) par c*, et intro-
duisant A et p, elle deviendra

, ¢ .
(x3) A= = cHsecf, p.—:&);:’-:csecy.

d*V d*V a:v
(14) (P’—l’)ﬁ‘*?'d—p,*—l’(y’—,:o,

p et A étant respectivement les fonctions inverses (13) des
transcendantes 3 et y (12) prises pour coordonnées.

§ CL.
POUR L'ELLIPSOIDE OVAIRE.

Si,au lieu de la coordonnée thermométrique 3, on adopte
pour paramétre la fonction inverse intermédiaire ¢ du

§ 100, on aura
A‘=VI— #2cos'y, dB= ___‘,‘“f_ e

V1— F7cos*y
—d
PNy
LY _ \/l—k”cos’\!; d\”,
g — dy

et ’équation (7) prendra la forme

—_—dV
dyi— K cos'y —

PR — d
(C+ C) V1= A cos} 7 ¥
dv daw
+ (C2+ K" cos*y) =+ (C*— &' cos* ) = o.

Faisant maintenant A’ = o, on passcra au systéme des el-
lipsoides ovaires, dans lequel C, =H cosécy, C=Hséca:
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9

et 'équation précédente deviendra

daxv &V
d\p’ '——,HSécz¢=0.

(15) —lﬂcosec’7+ (H coséc? y+H séc? a) —
Telle est I’équation de ’équilibre des températures expri-
mée a I’aide des coordonnées du § 101.

On peut mettre les/coefficients de I'équation (15) sous
une autre forme. Désignant le demi-axe équatorial par v’,
pour les hyperboloides & deux nappes, par p’ pour les el-
lipsoides, il résulte des §§ 17 et 48 que les paramétres ter-
mométriques « et y seront les transcendantes

c » ’
(16) a=cf —d—d——, 1:¢f —ﬂ’_s
Vv e — " AN

lesquelles donnent inversement

LA c J— A [ ¢ pa— ’
(17) v _E(a)._.cl],seca, = m_cﬂcosecy.

D'aprés cela, multipliant Péquation (15) par c* et introdui-
sant v’ et p’, on aura
’ d’v ’: d 7
(18) P’d—a;-i-(F’-!-‘/’)—-i-ﬂ’—T:o,

v et p’ étant respectivement les fonctions inverses (1 7) des
transcendantes « et y (16) prises pour coordonnées.

§ CLI
FLUX DE CHALEUR ELLIPSOIDAUX.

Terminons cette legon par deux applications de I'expres-
sion du flux de chaleur ellipsoidal. Une enveloppe solide
est limitée par deux ellipsoides isothermes; la paroi inté-
rieure au paramétre y; est entretenue a unc température
fixe, prise pour unité; la paroi extérieure au paramétre 7.
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a aussi une température fixe et constante, prise pour zro;
la température V qui existe sur un ellipsoide intérieur au
paramétre y est, d’aprés le § 2,

v=1——-——'—1 ’ dod "'—— .
Yo i Y Ye—7i
Alors ’expression du flux, traversant I'élément w, du § 148,
devient
L [AI(B) — A*(a)] dadB;
Ye—%¢
et pour obtenir lg flux total qui s’écoule dans 1'unité de
temps par la surface entiére de 'ellipsoide au paramétre y,
il faut intégrer ce flux partiel de 0 4 @ pour z, de 0 & @
pour (3, puis prendre huit fois le résultat. Or, d’aprés la
formule établie au § 104, ce flux total sera

cq -
T —I:
b

expression indépendante de y, comme cela devait étre.
Dans la méme enveloppe solide, considérons encore I'el-
lipsoide isotherme au paramétre y. Le flux qui traverse un
élément :
, 0= D?DD,dadp
est égal a
°q

—— D}dadf;

go— g 24P
ici I'élément de surface.w, varie de grandeur avec « et f.
Substituons a cet élément variable un élément constant &,
ou, posant

. ¢*D; DD, dadf =2Q,

imaginons que les différentielles da, df3 varient de telle
sorte que le premier membre conserve la méme valeur
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pour toutes les grandeurs des D;. Cette équation posée
donne

Q

2 df —m ——
cD dadf eDD,’

et le flux de chaleur qui traverse £ a pour expression

q Q on ge
S .
¢(9<— ;) DD, (e —n)VA; —AIVA; — &

A Textrémité du grand axe de I'ellipsvide dont les coor-
données sont a =w, f=u', dot A=k, A,=1, leflux
sera ‘

S L
8(1, — 71’) A,B,C, A

4 Pextrémité de I'axe moyen dont les coordonnées sont
a=o0, f=u', doi A=o0, A;=1, le flux est

qQ
(4 ('], -_ 1‘) A;B;C:

B:;

enfin, & I'extrémité du petit axe dont les coerdonnées sont
2=o0, =0, dou A=o0, A, =k, le flux devient

9
< (7 — 7i) A2 B,C, G-

Les trois flux sont entre eux comme les fonctions inverses
A,, B,, C,, ou comme les axes de I'ellipsoide isotherme.
Cette loi est 1a méme que celle qui régit la tension de
I'dlectricité statique & la surface d’'un ellipsnide conduc-
teur. Concordance que I'on pouvait prévoir, d’aprés I'iden-
lité qui existe entre les surfaces isothermes et les surfaces
de niveau : car si la température et le potentiel sont repré-
sentés par la méme fonction V de 7, le flux calorifique et

4
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la tension électriquc s’expriment par la dérivée de cette
fonction, et sont conséquemment proportionnels.

On arrive plus rapidement 2 la loi énontée, en remar-
quant que I'épaisseur de la couche comprise entre deux el-
lipsgides aux paramétres y et y + dy, étant égale a ds,,
varie comme le produit DD, ; et que, d’aprés la loi phy-
sique (1), I'intensité du flux de chaleur doit étre en raison
inverse de cette épaisseur, qui, 4 chaque sommet, est elle-
méme en raison inverse de I'axe corresponda{nt, d’aprés les
égalités

A,dA,=B,dB, =¢€,d€,, ¢
déduites des différentielles (6), § 37.
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QUATORZIEME LECON.

»

Double cas du prisme rectangle indéfini. — Développements divers d’une
fonction d’wne seule variable en série de sinus et de cosinus. — Cas du
prisme rectangle défini. — Développement d’une fonction de deux vo-
riables en série de cosinus.

'§ GLIL
QUESTION GENERALE.

Voici maintenant I'énoncé du probléme général indiqué
au § 143 : La surface d’un corps solide homogéne est sou-
mise & des sources calorifiques, constantes et diverses; les
points de cette surface ayant ainsi des températures fixes et
connues, il s’agit de déterminer une fonclion V qui exprime
les températures des points situés a P'intérieur du corps.

Indiquonms succinctement les solutions de ce probléme
pour plusieurs formes de corps traitées depuis longtemps
par les géometres.

) CLIH.

PRISME RECTANGLE. PREMIER CAS.

Exemple I. — Le corps solide est une poutre rectangn-
laire, indéfinic dans le sens de ses arétes; trois des faces
latérales ont la température zéro sur toute leur étendue; la
quatriéme a une température fixe sur chaque droite paral-
" lele a Paxe de la poutre, et diflérente suivant la position
de cette droite.

Prenant I’axe de la peutre pour celui des z, et les axes
des x et des y respectivement paralléles aux cotés 2aet2b
de la section normale, les faces latérales aureat pour

4.
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équations .
r=-—a, z=+a, y=—5b, y=+256;

la température des trois premiéres est zéro; celle de la
quatriéme est variable avee x seulement et dennée par la
fonction F (x). Il est évident que la fonction cherchée V ne
doit pas contenir la coordonnee z, ce qui réduit I'équa-

tion (3), § 146, 4 celle-ci

(1) v + <y =o.
dx? dy*

Le probléme d’analyse qu’il s’agit de résoudre consiste
2 déterminer une fonction V de x et y: 1° qui vérifie -
quation aux différences partielles (1) ; 2° qui s’annule, quel
que soit y, quand x est égal 3 —a ou + a; 3° qui s'annule,
quel que soit x, quand y est égal 4 —b; 4° enfin qui se
réduise a F (x) quand y est égal 2 + b. Voici la marche de
la solution: on compose V d’une série de termes simples
satisfaisant chacun aux trois premiéres conditions; on donne
a chaque terme un coefficient arbitraire; puis on cherche
quelle valeur doivent avoir les coefficients introduits, pour
que la série V satisfasse & la quaméme et derniére condi-
tion.

§ CLIV.
DETERMINATION DU TERME SIMPLE.

Soit U un des termes simples. Pour qu’il puisse remplir
les conditions relatives aux trois premiéres faces, il doit
étre essentiellement de la forme U =XY le facteur X ne
contenant que x, et s’annulant pour x = =*=a; Y ne con-
lenant que y, et se réduisant a zéro pour y = — b. Ce terme
doit vérifier I'équation (1) ; substituant 4 V le produit XY,

-
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et divisant ensuite par ce produit méme, on doit avoir

1 d*X 1 d*Y

Xaz tvy =

La premiére partie étant indépendante de y, la seconde de
x, cette équation ne peut étre vérifiée que si ces deux par-
ties ont des valeurs constantes, égales et de signes .con-
traires. Soient — m? et + m?* ces deux valeurs, les deux
facteurs de U devront satisfaire aux équations dillérentielles

d*X 'Y

(2) i + m*X = o, = —mY —o.

L’intégrale générale de la premiére équation (2) est
X = Csinmx + C' cosmz,

et puisque X doit s’annuler pour x == a, il faudra que
I'on ait, ou
‘ in
C=o0, C=1, et m=—,
a
i étant un nombre entier quelconque, ou

2j+t.w
2a

C=o, C=1, m= )

j étant pareillement un nombre entier. Ainsi le facteur

27 .
J+1 ".r

. Iw
X sera,ou sin—x, ou cos
a 2a

L’intégrale générale de 1'équation différentielle’(2) en y,
dans laquelle la constante m a maintenant 'une ou ’autre
des deux valeurs précédentes , sera

Y=Ce¢v+Ce™,

etsi lon détermine les deux constantes C”et C”, de telle

sorte que Y s’annule pour y = — &, condition essentielle,
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et devienne I'unité pour y = + b, ce qui simplifie la re-
cherche ultérieure, ap aura définitivement

em ) — pm o) E(m(y + b)]
= em— e Y= T ome)

§ CLV.
THEOREME FONDAMENTAL.

Ainsi la fonction V se composera de deux séries partielles
et sera de la forme

¢ (y-{-b)l 2/ +1.7x
+2“‘ = cos =

” b 2 a’
Jj 1. i

la premiére série s’étendant’'de i =1 a i = o, la seconde
dej=o04aj=o0; Met N étant des coefficients arbitraires
ct différant d’un terme A un autre.

11 faus, pour derniére condition, que cette valeur géné-
rale (3) de V se réduise 2 F (x) quand on y feray =b,
€’est-a-dire que I'on ait identiquement

(4) ZMsinia—;—f-choszj_:l‘"f=F(x)’

a

ou, plus simplement,,

(5) DX =F(z)

. . X aj 1.
X étant sini® =5 ou cos Jr.mw
a 2

xr
o IR étant M ou N. Dans
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cette équation (5), qu’il s'agit d’identifier, le facteur va-
riable X de chaque terme vérifie ’équation

. d? X
6) m:X —o
( 7 d‘ +
2j+t.x
2a
—aetxr =+ a.
Soit X' le facteur variable d’'un autre terme; il venﬁexa
'équation différentielle

. in ..
(m élant - ou >, et s’'annule aux deux limites
=

X g/
(7 i +m*X' = o,

2/ 1.7 R
JT: m' ditférant de m.

Ly
. T
dans laquelle 7’ est — ou
a

Les deux équations (6) et (7) donnent, par une combinai-
son facile, :

) d d? ’
(8) (' — m?) XX/ = X’ x—x_d%.
Si 'on multiplie par dx et qu'on intégre de x=—a a
* =~} a, I'intégrale indéfinie du second membre étant

1rdX X
(X e X $>, et s’'annulant aux deux limites par X
et X', on aura
r+a
(m'*— m?) XX'dx = o,

—a

et, puisque m’ est différent de m,
) B

(9) XX’'dzx = o.

—_—a

Ce théoréme important (9) donne le moyen d’isoler chaque
coefficient de 'identité (4) et de déterminer sa valeur.
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§ CLVI
YALEURS DES COEFFICIENTS.
On iselera le coeflicient M; du terme de la premiére série

partielle ou m est i;", en multipliant I'équation (4) par

. . Z . N
sinim— dx, et intégrant entre les deux limites — a et +a,

ce qui fera disparaitre tous les autres termes du premier
membre d’aprés le théoréme (9), et I'on aura définitive-
ment .

—“+a
(r0) M; sm‘ur—da:-_-f .z)smm Z dr.

On isolera le coefficient N; du terme de la seconde série

rtielle ou m est w, en multipliant ’équation (4
p2 2a p ;

2j 1.7 c L
par cos JT x.dx, et intégrant enlre — a et +-a, ce

qui fera disparaitre tous les'autres termes du premier mem-

bre, et il viendra ‘ o
+a 2j+1 ™ 2j+1.7 '
() N c0§? ————x.dr = F (z) cos =—— z.dx.
¢/ 2a P 2a
L’intégrale définie

~+a . —+a
f cosg z dz, ou f (cosz £ sint£Z ) dzx,
—a a —a ) 2a

dans laquelle g est un nombre entier, pair ou impair, est
égale a zéro, puisque Dintégrale indéfinie, qui est

a . xr " o, . . . « 2
pm sing® - s’évanouit aux deux limites. Les deux inté
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grales définies
. -+a —“+a
© . s ’
cos’g—x:dx, sm‘g—-x.da:,
e a o 2a

sont donc égales entre elles, et puisque leur somme est
“+a

dx, ou 2 a, chacune d’elles est égale a a.

‘D’aprés cela, les valeurs générales des coefficients M et
N, données par les équations (10) et (11), sont

+a ;
M,-:-f F(z)sin%rz.da:,

a a
(12) . ta 2j 4+
N,:-f F(z)cos =" 5 dz.
aj_, 2a

Ces valeurs étant substituées dans les deux séries par-
tielles, la série totale (3) sera définitivement la fonction V
cherchée. ‘

§ CLVIL
PARTIES PAIRE ET IMPAIRE.

On peut considérer la fonction donnée F (x) comme
étant composée de deux parties, I'une paire,

p ()= HELEFE)

2
l'autre impaire, :
— F(z) —F(—=)
- 2

I(z)

Substituant P (x) 4+ I (x) 2 F (x) sous les intégrales (12),
et observant que-les intégrales définies

~+a T, —“+a .
f P (z)sin ';Ex.dx, I(.z-)cosz—"%‘z.dx,

a —a
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sont nulles d’elles-mémes, puisque leurs éléments sont des
fonctions impaires, on aura séparément
+a ¥
1 . im
M;:—f I(x)sin — z.dz,
a a

(13) -
+a i
szif P(z)cos?‘-l-'- LT r.de.
S a ) 2a

a

Par ces valeurs, la premiére série partielle de V (3) corres-
pond au développement de la partie impaire I (x), la
seconde 4 celui de la partie paire P(x) de F(x). La
premiére série partielle disparaftrait si les températures
fixes F (x) étaient symétriquement égales et de méme
signe, de part et d’autre de I’axe des y. Ce serait la seconde
série partielle qui s’annulerait, si les températures fixes
étaient symétriquement égales et de signes contraires, par
rapport au méme axe.

Si 'on voulait évaluer les flux de chaleur qui se perdent
dans la source constante, de température zéro, par les élé-
ments de la face x = — a, ou x =+ a, il faudrait prendre

. , dVv . .
la dérivée —° qui entre comme -facteur dal'ls Pexpression

de ces flux, et y faire r = —a, ou = +-a, ce qui don-
nerait .

. (im
. . ' u(a(f'*'b))
II—’Z' ,'COSI‘II’—-;:——-‘——"‘a
(dV) . (2'1&‘3)
dz )+a ' i
a . e (2j+l.1r(y+ b))
_—_F . . 2j4LT 2a
Foa (2j41) N;sin > A
Claj+1.m-
| cefareg)

D'ou I'on voit que les deux parties, impaire et paire, de
F (x), influeront I'une etI'autre sur 'intensité du flux.
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§ CLVIIIL
PREMIERS DEVELOPPEMENTS.

De la solution qui précéde résulte ce corollaire, qu'une
fonction impaire I (x) peut étre développée en série par la
formule

1=

(14) 1(.:):3 > sin'%'zf:al(a)sin%'a.da,

et une fonction paire P (x) par celle-ci,

=
. +a .
(15) P(z):% 2 cosﬂ—;ra—'f.t;/_‘n P(a)cosz—j-:%ra.da.
j=0

Ces deux développements, trouvés dans la méme question
de physique mathématique, sont en quelque sorte conju-
gués : tous deux s’annulent aux limites r—=—a et x=-+a;
ni P'une ni autre de leurs dérivées premiéres ne disparait
4 ces mémes limites. Et c’est précisément cette concor-
dance qui les associe dans le développement général,

, ,=ao
1 2j-+1.7 +e 2j4+1.7
;ZcOSTII_a F () cos v a.da,
j=o

»
1 . i +a L
+;Z sin — .tf_ F () sin ;I—a.da,

a

qui peut seul constater que la série totale V (3) remplit la
derniére condition , sans altérer les premiéres.
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§ CLIX.
PRISME RECTANGLE. SECOND CAS.

Exemple 11. — Une poutre rectangulaire, de méme na-
ture et de mémes dimensions que celle de I'exemple précé-
dent, a aussi ses deux faces, y = — b ety = +- b, entrete-
nues, la premiére a4 la température constante zéro, la
seconde a des températures diverses F () ; mais ses deux
autres faces, r = —a et x =+ a, sont tellement dispo-
sées , que les flux de chaleur sont nuls sur tous leurs élé-
ments. (C’est ce qui aura lieu, par exemple, si cette poutre
fait partie d'un plancher indéfini, formé de poutres égales
et juxtaposées , qui soient, en outre, soumises aux mémes
sources de chaleur par leurs faces libres.)

Il s’agit de déterminer une fonction V de (z, y) : 1° qui

vérifie I'équation (1); 2° dont la dérivée :_;?V s'annule, quel

que soit y, pour x=a; 3° qui s’annule elle-méme,
quel que soit x, pour y = — b; 4° enfin qui se réduise
a F (x) pour y = + b. Suivant strictement la méme mar-
che que dans I'exemple précédent, le facteur Y, du terme
simple U = XY, restera le méme; mais X, devant mainte-
nant étre tel que sa dérivée premiére soit zéro pour r==-q,

2j+1.7 x

. . & .
sera nécessairement cos i =2 ousin —=————=. La fonc-
a

tion V, toujours composée de deux séries partielles, sera
de la forme

/ -
' C%U+H z
V= 2M—“————-—cosi1r—

/ b a
& (21'1:—
a
c2j+1.w
S| =——r+0b) o
. 2fj+1.m2
sin —

2a
+ 2N .(_ -ﬂ ey
& 2]+l.7r;
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[.a quatriéme condition & remplir exigera que ’on ait
q o gera q

(18) ZMcosin;-l-ZNsinEj-;ﬁ.;:F(z),

ou plus simplement
(19) D mX=F(z).

X et X'facteurs variables de deux termes, correspondants a
des valeurs différentes m et m', vérifieront encore les deux
équations (6) et (7) ; la méme combinaison donnera encore
‘équation (8), que 'on multipliera par dx pour I'intégrer
entre —a et + a; alors I'intégrale indéfinie du second
membre, qui sera toujours
(X' d—x- -—-.X d—}-{—/> ’
dz dx

s'évanouira encore aux deux limites, mais ici ce sera par
dX dX’
FPAP _

Poursuivant, on conclura que les valeurs générales des
coefficients M et N sont '

- On aura donc encore le théoréme (g).

+a i
M;::-!-f F(z)cosi—‘x.dz,

a a

(20)

+a ;
Nj:%f F(x) sinw%f.r.dx.
-—a

avec cettesenle différence quela premiére sériepartielle(17)
comprend actuellement un terme correspondant & i=o,

qui est
y+b

M=

’

et dont le coefficient a la valeur

—+a
(21) M, = — F(z)dz,

2a J__,
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que I'on obtient en muliipliant I'équation (18) par'dret
intégrant entre — a et + a, ce qui fait disparaitre évidem-
. ment tous les autres termes du premier membre.

Les valeurs (21) et (20) étant portées dans les deux sé-
ries partielles, la série totale (17) sera définitivement la
nouvelle fonction V cherchée. En substituant & F (x), sous
les intégrales (21) et {20), la somme P (x)+ I (x) de ses
deux parties paire et impaire, on a séparément

' —+a 1 "' a i
M, = — f P(x)dr, M;=- P (x) cos— zdz,
28 J_, a) _a a

(22) , e 2j 41
N,= —j I(x)sin T da.
aj_, 2a

Par ces valeurs, la premiére série partielle de V (17) em-
ploie le développement de la partie paire de F (x), la se-
conde celui de la partie impaire.

§ CLX.
SECONDS DEVELOPPEMENTS.

De cette nouvelle solution résulte cet autre corollaire,
qu'une fonction paire P (x) peut éire développée par la
formule

. ) . va
(x)_; . P(a)da

(23)4 =

1 in
. +;2cos—a—x£

\ i=1

+a ;
F(a)cosifa.da,
a a

et une fonction impaire I (x) par celle-ci

7 —+a .
(=4) 1(2) :ﬂl 2 sin -2]—:—‘:~:-1-r .1'[_ I (a)sin 2+t a.da.

a 24
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Ces deux développements sont conjusués : i 'wvn mi
I'autre ne §'évanouit aux limites x = = a, tandis que leurs
dérivées en x s’annulent ensemble aux mémes kimites. Et
de cette concordance méme résulte leur association dans le
développement général. . . (25)

-

- [+a +a

1 in
2 F(a)da-&-;Zcos;x[

F («)cos I—"ada
_ a .a
1

a

Fz) = {

o . .
. “+a .
+ = Esinyi—'—'—zxf F(a)sin2J+l—'-"a.da,
a 2a W 2a .

o

qui seul permet  fa fonction V (17) de vérifier la dernjére
condition , en méme temps que les premiéres. '

Une fonction quelconque F (x) estaussi exprimée par une
série de sinus et de cosinus, en prenant le développement
de la partie paire dans le groupe (14), (15), et celui de la
parlie impaire dans le groupe (23), (24), ou inversement;
ce qui donne, par des réductions faciles, les formules sui-
vantes :

F(z) = — F («)da

2a J_,

) '°° +a i
(26)  { +;2f_a F{a)cos 7 (x — a)da,

o .
+a ;
I 2i4+1.7w
. .__2: F $ ——— (2 — a)d a.
F(a =- j;a (a) cos oa (2 —a)da
o

Mais ces développements hybrides et composés, qui ont pu
étrel’occasion de recherches intéressantes au point de vue
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purement analytique, ne sauraient étre d’aucune utilité en
physique mathématique : car, dans chacun d’eux, la partie
paire répond & une question, la partie impaire i une autre
toute différente, ct en quelque sorte opposée a la premiére.
Sur ce terrain des mathématiques appliquées, il faut s'en
tenir aux développements (16) et (25), moins simples en
apparence, mais dont I’homogénéité appartlent au fond,

non a la forme.

§ CLXI.
PARALLELIPIPEDE RECTANGLE.

Excmple II1. — Le corps solide est un prisme rectan-
gle dont les cotés sont 2a, 25, ac. Cing de ses faces ont la
température zéro dans toute leur étendue; la sixiéme a des
températures fixes en ses divers points, lesquelles sont dis-
tribuées symétriquement par rapport aux faces latérales.

L’origine des coordonnées étant placée au centre du
prisme, et les axes étant paralléles a ses c8tés, les six faces
auront pour équations :

r=—a, y=—5b, s=—c,

r=+a, y=—+b, z=+c.

La température est zéro sur les cinq premiéres; sur la
sixi¢me elle est variable avec x et y, et donnée par une
fonction F (x, y) paireen x et paireen y. ,

H s’agit de trouver une fonction V de (z, ¥, z): 1° qui
vérifie I'équation

AV d'V 'V

2 —_— _ —_— =0
(27) dx’+dy’+dz’—o’

2° qui s'annule séparément pour x=—a, r=-+a,
y=—b,y=+5, z=—c; 3° enfin qui se réduise
F(z, ) quand z =+ ¢, et puisque cette fonction est
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i)aire en x et en y, la fonction V doit étre de méme nature.
Comme dans les exemples précédents, on compose V d'une
série de termes simples. satisfaisant chacun a toutes les
conditions qui précédent la derviére.

Soit U un des termes simples. Pour qu’il puisse s’annu-
ler séparément sur les cinq premiéres faces, il doit étre
de la forme U = XYZ; le facteur X ne contenant que x et
s'annulant pour x == a, Y ne contenant que y ets’an-
nulant pour y = == b, enfin Z ne tontenant que z et s’an-
nulant quand z=—c¢. Ce terme doit vérifier I'équa-
tion (27), ce qui exige que I'on ait

1 rI’X+ 1 ll"'Y+1 d'Z
X dot 'Y dy T Z dz

Le premier terme ne pouvant contenir d’autre variable
quex, le second que y, le troisiéme que z, ces termes doi-
vent étre égaux a trois constantes: — m?, —n?, 4 r?; la
troisitme r* étant égale & (m*—+ n?). Ainsi les trois fac-
teurs de U devront vérifier les trois équations différentielles

( d?*X . d*Y
8, ~dz7+mX:o, dy“+n’Y=0’
(28) oz
'2;‘——"7.2'*0

Le terme simple U, comme V, doit étre pair en z et
eny ; X et Y ne peuvent donc étre que cosmx et cos ny.En
outre, pour qu’ils s’annulent quand r==*a et y =5,
les constantes m et n doivent avoir les valeurs

20 41.7 2j4+1.7
= n— ——————
2a 26

(29)

)

ietj étant des nombres entiers quelconques. Le facteur Z
‘ 15
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doit vérifier la troisi¢me (28), s'annuler pour 2 =—c¢, et
se réduire a I'unité quand z = + ¢, afin de simplifier la
recherche ultérieure ; ce facteur sera done

(30) z="llet ((i':;)ﬁ)—], on r= ’;'\/(i’;“i)+ ("-f:’)’.

Réunissant tous les termes simples correspondants i
toutes les valeurs des mmers i et ], la fonction V se présente

sous la forme

<
(31) —-ZEG(,,) [C(z2+ °)] cos mx cos ny, *

ou m, n, rontles valeurs (29) et (30); le double indice de
Ia constante arbitraire G indiquant les valeurs des entiers i
et j qui particularisent le terme qu’elle muliiplie. Cette
-fonction V devant se réduire 4 F-(x, y) pour z=+c¢, on
doit avoir

i32) E 2 G, jycosmzcosny =F(x, y),

et il s’agit de déterminer les coefficients G, ;.
Le théoréme (g) établit que les deux intégrales définies

~+a +b
f cos mx cos m’ z dzx, f cosny cosn' ydy,

a 4

sont nulles quand m et /, nr et n’ sont différents ; elles sont
d’ailleurs égalesa a, 4 b, quand m'=m, n'=rn. A l'aide
de ces propriétés on isolera le coefficient Gy, j) , en multi-
pliant 'équation (32) par cosmx cos ny dxdy, et intégrant
de r=—aax=-a,dey=—>b a y=- b, double
intégration qui fera disparaitre tous les autres termes du
premier membre, et 'on aura, en remplagant x et y par
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z et fB sous D'intégrale définie double,

+b
(33) G(i,j): f f Ffu:,p cosmacosnBdadf.

Avec cette valeur, la double série (31) sera la fonction V
cherchée.

Par cette méme valeur (33), la formule (32) développe,
en séries de cosinus, une fonction de (x, y), paire en x,
paire en y, et d’ailleurs quelconque; genre de dévelop-
pement qui seul permet de constater que la fonction V (31)
satisfait a toutes les conditions qui lui sont imposées.

Si la fonction F, qui donne les températures fixes de la
face z =+ c, est impaire par rapporta l'une des variables,
en x ou en y, il faut remplacer, dans chaque terme simple,
€0Smx ou cos ny, par sinmx ou sinny, et prendre

it Jjw
m=—-— ou n=—"—
a b

au lieu de la valeus (29). A I'aide de ces changements, on
obtiendra immédiatement la série (31) exprimant la tempé-
rature V, si la fonction IV est impaire en x et paire en y, on
paire-en x et impaire en y, ou enfin impaire en x eten y.
Ces trois cas, joints a celui que traite directement ’exemple
actuel , donneront quatre séries particuliéres et distinctes. -
Sila fonction F est quelconque, ou composée de quatre
parties rentrant respectivement dans les cas précédents, la
série générale V sera la somme des quatre séries particu-
“liéres; et 'on pourra substituer la fonction entiére aux
fonctions partielles, sous les intégrales définies doubles des
coefficients généraux (33), par les mémes raisons qui éta-
blissent I'identité des valeurs (13) et (12).
Enfin, si tous les points de la surface du parallélipipéde
ont des températures différentes, il fandra répéter la méme
15.
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suite d’opérations pour chacune des six faces, en donnanta
cette face les températures qui lui apparticnnent, et suppo-
sant les cinq autres a zéro. On aura de cette maniére six
séries générales, dont la somme exprimera définitivement
la température V d’un point quelconque pris a 'intérieur
du prisme rcctangle.

Cette multiplicité des séries composant la valeur défini-
tive de V, capable d’embrasser tous les cas, tient & la dis-
continuité de la surface qui limite le solide. Elle appartient
a tous les corps de forme polyédrique, mais elle n’existe
plus pour les sphéroides que nous traiterons dans les legons
suivantes. Ce qui prouve que le prisme rectangle, généra-
lement choisi comme I'exemple le plus simple, dans les
questions de physique mathématique, est au contraire fort
compliqué ; et qu’il y aurait de I'avantage i essayer d’abord
des corps d’'une autre forme : c’est-a-dire & prendre un sys-
téme de coordonnées autre que celui des (x, y, 2).
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QUINZIEME LECON.

Cas de la sphére. — Conditions restrietives imposées par la forme du corps
a Pexpression de la température. — Forme essentielle et propriétés di-
verses de la fonction P’ (1) du sinus de la latitude. — Développement d’une
fonction en coordonnées sphériques.

§ CLXIL
CAS DE LA SPHERE.
Exemple IV. —Le corps solide est une sphére pleine

dont le rayon est r; tous les points de sa surface ont des
températures fixes, données par la fonction F (¢, p), ¢
étant la longitude et p le sinus de la latitude. 11 s’agit de
déterminer la fonction V des trois coordonnées sphéri-
ques (¢, ¢, p) qui exprime la température des points si-
tués a I'intérieur-de la sphére. Cette fonction doit: 1° véri-
fier I'équation aux différences partielles

d*v av ay
= da—p) = dp -

(l) 1— P'1+ dP' dP =07

§147; 2° se réduire a F (¢, ») quand p=r. On peut la
composer, comme dans les exemples précédents, d’une
somme de termes simples, vérifiant chacun I'équation (1),
et tous multipliés par des coefficients, d’abord arbitraires,
qu’il faudra ensuite déterminer, de telle sorte que la se-
conde et derniére condition soit satisfaite.

Soit U un des termes simples. Il est naturel d’essayer s'il
peat avoir la forme U= QPR d’un produit de trois fac-
teurs, Q variable seulement avec ¢, P avee p, R avee p.
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Substituant dans I'équation (1) le produit QPR a V, et di-

visant ensuite par ce produit méme, on aura

dp dR

— p?)— t J—"
] 1 1 d’Q_'_ld(l P)dp. v Pdp —o
) e TR 4 R dp —

Lesecond terme ne contenant que &, il doit en étre de méme
du reste de I'équation; ce qui exige que les deux fractions
d

y a2 1 4 d_R

QT Ry
aigut pour valeurs des constantes; car la premiére ne pour-
raitintroduire que la variable ¢, la seconde que p. La ques-
tion traitée, qui concerne exclusivement une sphére pleiae,
sans lacune a la surface, indique quelles peuvent étre ces
conslantes.

§ CLXIIL.
CONDITIONS RESTRICTIVES.

La fonction V doit évidemment rester la méme si I'on
augmente la variable ¢, ou la longitude, de 2 gm ou d’un
nombre entier de circonférences. Donc V ne peut contenir
la variable ¢ que sous des lignes trigonométriques. Pour
toutes - les valeurs de ), V doit rester fini; donc ces lignes
trigonométriques sont exclusivement des sinus et des cosi-
nus, et de plus, V étant développé suivant les puissances
entiéres de sing ou dc cosy, les exposants de toutes ces
puissances seront essentiellement positifs; or ce développe-
ment pourra toujours étre transformé en un autre, suivant
les sinus et cosinus des multiples de ¢. Par suite de I'in-
dépendance mutuelle des coefficients arbitraires, chaque
terme simple U doit jouir des mémes propriéiés restrictives
que V;donclefacteur Q peut n’étre que lesinus ou le cosinus
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d’un arc /¢, [ étant essentiellement up nombre entier. Dans

les deux cas, la fraction Q v \l'?

dire que Q vérifiera I'équation différentielle

se réduira a — {2, c'est-a-

(3) S+ rQ=o.

Au centre du systéme, ot1 p = 0, et qui est un point du so-
lide , la température doit étre finie. Donc si V est développé
suivant les puissances entiéres de p, les exposants de toutes
ces puissances seront essentiellement positifs. D’aprés cela,
le facteur R peut n’étre que la puissance n®®™ de p, n étant
entier et positif. Pour simplifier la recherche ultérieure,

a
on peut prendre R = (r) par cette valeur la fraction

dP’ ‘;—R .
1 ) Ly s . e s At
R se réduira au produit n (n+1); c'est-a-dirc que
R vérifiera I'équation aux diflérences particlles
L
dp ,
(4) P =n(n+1)R.
Par les substitutions respcctives de —I* et n{n—+1)
dR
d*Q @ o .
aux fractions ~ Qay t @ , Péquation (2) devient
,dP
dv—p) 5 e n
(5) —‘——d-—y.———"f‘[ (ﬂ+l)— }—:’_1.- P.—(),

et cette équation diflérentielle doit étre vérifiée par le fac-
teur P, fonction de p2 seul. La forme essentielle de ce fac-
teur est encore indiquée par la question traitée.

Aux points du solide qui sont situés sur I'axe polaire
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du systéme sphérique, la température doit étre déterminée
ct finie; or, pour tout point de I'axe polaire, cos6 ou le co-
sinus de la latitude est nul, la longitude ¢ restant quel-
conque. Donc non-seulement V ne peut contenir ¢ que
sous les lignes trigonométriques sinus et cosinus, mais en
oulre sin{ et cos¢ y ont pour facteur inséparable cos6 ou
\/ITP.’; c'est-a-dire que V contient, outre les variables
simples u et p, les variables composées y1— p* cosy et
Vi—p?sing; si cos et sin{ y entraient d’une autre ma-
niére, ils ne disparaitraient pas pour p= =1, et les tem-
pératures des points du solide situés sur ’axe polaire ne
seraient pas déterminées. D’aprés cette nouvelle propriété
restrictive, Q, qui est sin /¢ ou cos /¢, c’est-a-dire une fonc-
tion enti¢re homogéne du degré I de sing et cos{, doit
' 4
étre accompagné du facteur cos'6 ou (1 —p?)?; et P doit
contenir ce facteur.

§ CLXIV.
FORME ESSENTIELLE DE LA FONCTION P(p).

Ainsi P est nécessairement de la forme

(6) P=(i—p)'M,

.

M étant une fonction de ¢ qu'il faut chercher. Posant,
pour simplifier,

dm _ ©

Vl—’l.’:lll, d’Ol\l d_[;.— ”'7

on a, par la valeur (6), et une premiére différentiation,

m’d—Pz m""’lﬁ'1 — !ymiM;

P=m'M
m‘M, Em i
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puis, a I'aide d’une seconde différentiation, I'expression
dP
dp
dp

dm?

+ | r(n +|)——:—2] P,
“ou le premier membre de I'équation (5), devient

l+2d
m P

dM
— 2(l4-1) pm‘d—’;
+ (Pu*m— —Im' 4 n(n +1) m'— Bm*-*)M ;

or les deux termes extrémes de la parenthése qui multi-
plient M donnent — 2m' en les réunissant, et 'expres-
sion totale, qui doit étre nulle d’aprés (5), est divisible par
m'; ce qui donne définitivement, en replagant (1— p*) au
lieu de m?,

dam

(0 (=) 5

d
— 2(l+1)y—d—?—i-(n—-l)(n-f-l-i-x)M:o

pour I’équation diftérentielle que doit vérifier M.

La fonction M étant congue développée suivant les puis-
sances entiéres de sa variable u, les exposants de ces puis-
sances doivent étre essentiellement positifs : sinon V serait
infini pour g = o0, c’est-a-8ire pour tous les points du so-
lide situés sur I'équateur du éystéme sphérique; ce qui est
inadmissible. Soit i I'exposant le plus élevé; lors de la sub-
stitution du développement de M dans I'équation (7) a vé-
rifier, le premier terme p’ devra avoir, comme tous les autres,

un coefficient nul; or on voit facilement que ce coefficient
sera

[—i(i—1)—a(l+1)i+ (n—1) (7 +1+1)],
ou, par transformation,
(p—l—i)(r41l+4+14+1i);

1l faut donc que ¢ soit égal ou & — (n+7—+1), ouan—I/.
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La premiére valeur étant négative doit éire rejetée; et pour
que la seconde soit positive, il faut que 7 ne soit pas infé-
rieur a /.

§ CLXV.
VALEUR DE LA FONCTION P (g).

Ainsi les deux entiers, essentiellement positifs, n et ,
qui semblaient tout a fait indépendants I'un de I'autre,
doivent étre tels, que la différence n— I ne soit pas néga-
tive. Et c’est cette différence, entiére et positive, qui sera
I'exposant du premier terme de M. On reconnait d’ailleurs
a P'inspection de I'équation (7) que les réductions ne peu-
vent s’opérer qu’entre des termes consécutifs du dévelop-
pement substitué qui auront une méme parité, cest-a-
dire que le polynéme M ne contiendra que des puissances
paires ou impaires, quands la différence n— 1 sera elle-
méme un nombre pair ou impair.

D’aprés cela, M ne peut étre que de la forme suivante -
M= ,‘n—l_,‘_ K l".—l—’ -+ k-‘l"“_[_' +
et “:—-: I‘n—l_’ﬁ-’ + K, Fn—l—-u +.. .

(8)

et il s'agit de trouver la loi des coefficients k,. Or, lorsqu’on

effectue la substitution de ce polynéme (8) a la place de M,

dans Iéquation (7) , les termes contenant p. avec 'exposant

(n — ¢ — 25) se réunissent avec le coefficient

k{(r—(n4-141)—2(0+1)(n—l—25)—(n—1—25)(n— —25—1))
+k (p—l—25+2)(n—1—25+1).

La parenthése qui sert de facteur a , se réduit d’abord a
[(r=D(r+i4+1)—(r—l—25) (R4 141—24)

par la fusion des deux derniéres parties, et devient défini-
tivement

25(2n 41— 25); .

4
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donc, aprés la substitution, le terme en p"~-* sera

+[25(2n +1—25) k4 (n—I—2s+2)(n—l—2 541) k,_ Jp~t-
et, en I'égalant a zéro, on aura

. (r—=l—2542)(n—1—25+41)
(9) &= 2s(2n 41— 25) Foi-

Cette valeur générale de k, s’annule, quel que soit %,_, ,

l . rh—Il41
“+1,0ua —,—; une de ces deux

, , n—
pour s égal a

valeurs est entiére, ce sera la premiére si n — [ est pair, la
seconde si n — [ est impair; et puisque l'indice de &, in-
dique le nombre des termes qui précédent celui qui multi-
plie ce coefficient , il en résulte que le polyndme se termi-
nera dans les deux cas, et que le nombre de ses termes sera

n—1 n—Il41 . .
-+ 1, ou ——— > suivant que n—1 sera pair ou
2 .

impair ; le dernier terme étant constant, ou contenant ¢ a

la premiére puissance. :
Le coefficient du premier terme de M(8), ou 4, étant

I'unité, on aura successivement, d'aprés 1'équation (9),

(n—19 (n—l—l)
2.(2n—1)

o, (a=l)p=l—1)(n—l—2)(rn—1—3)
b= 2.4.(2n—1) (22— 3)

ko=1, k=—=——

geecy

et substituant ces valeurs dans M (8), puis M dans P (7)»

on aura enfin

l
(IO) P= (l —p )') [ n—l__ ” _21()2\:::)— l) n—l—)_'_'“]

pour le facteur P, fonction de u seul, du terme simple U.
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§ CLXVL
FORMES DE LA DOUBLE SERIE V.

Les trois facteurs Q, P, R de U vérifient respectivement
les équations différentielles (3), (5), (4). On peut prendre
pour Q P'intégrale générale de (3), qui est

Q=Gcos!y + Hsinly,
G et H étant deux constantes arbitraires. Mais P (10) ct
R= (;) ne sont que des intégrales particuliéres de (5) et

(4) 3 la nature de la question, et les propriétés restrictives
qu’elle impose a la fonction cherchée, éloignant les inté-
grales générales.

Réunissant les fermes simples qui correspondem a toutes
les valeurs admissibles des entiers Z et 7, la fonction V se
présente sous la forme

=58(G" costy + H sin 1) P;") <§_>n;
les indices donnés a P et aux constantes indiquant les va-
leurs des entiers /et n qui particularisent chaque terme
simple. La double sommation S peut se faire de deux ma-
niéres. On peut écrire

n—o l=n
(i) V=) (%}[2 (6" cos 1y + H(™ sin 1) pg"’].

Le sigma relatif a n s’étend depuis zéro Jusqu’a l'infini. Le
sigma relatif 4 / est subordonné au premier, il s’étend de-
puis /=o jusqu'a /=n, limite supérieure infranchis-
sable; il ne contient donc que 7 +1 termes simples et

21+ 1 conslantes arbitraires, H!" n’existant pas. On peut
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encore écrire

l=w n=0w .
V-E[cos I\p"% G(") ( ) P(")

(12)

n=—w

+ sin l\lﬁg B ( ) P"”]

Le sigma relatif a / s’étend depuis zéro jusqu’a 'infini. Les
sigmas relatifs a n sont subordonnés au premier, et servent
de coefficients généraux a cosl{ et sinl¢; dans chacun
d'eux le nombre / est fixe et constant; ils s’étendent depuis
n =1, limite inférieure tnfranchissable, jusqu’a n= o0 ;
ils contiennent donc des nombres. mﬁms de termes et de
constantes arbitraires.

Dans la question qui nous occupe, c’est la seconde forme
(12) qu’il faut prendre. La fonction V devant se réduire a
F (¢, p) quand p = r, on doit avoir

13) 3 ( costy ¥ G{” P+ sinty ¥ HY Pf"’) =F({,p);

et il s'agit de déterminer les coefficients G\, H"

, pour
qu'il en soit ainsi.
. § CLXVIL
DETERMINATION DES COEFFICIENTS.

Les applications que nous avons faites du théoréme établi
au § 185, dans les deux premiers exemples, cn y changeant
en/, a en m, montrent que les deux intégrales définies

+m +m )
f cosly cosl’ Y dy, f sin/y sinl’y dy,
—

p—

sont nulles quand les entiers 7 et ' sont différents, et égales
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a m quand /=1, On a dailleurs identiquement

-
f coslysinl’ y dy = o,
-7

que let !’ soient différents ou égaux, car I’élément de cette
intégrale est une fonction impaire. A I'aide de ces proprié-
tés, on isolera le sigma partiel, facteur de cos/{, oude
sinl{y, dans chaque terme du sigma principal, en multi-
pliant ’équation (13) par cos/¢dy, ou par sinlydy, et
intégrant entre — 7 et + 7; ce qui fera disparaitre tous les
autres termes du premier membre, et I'on aura

n=co *

+r
ZG?')PY')=£ F (Y, p)cosiydy,
n=1] j;”
(14) -
n=—o . +m
2 H" p{"” =;f F (¢, p)sinlyd.

n=1

Quant au terme qui correspond i / = o, on l'isole en mul-
tipliant I'équation (13’) par d¢, et intégrantde — = & + 7,
remarquant que toutes les intégrales

[.:ncoslqulq;, j::nsinl\pd\p

sont nulles.d’elles-mémes, et que f "dv.[;= 273 d'ou

—
résulte
n—oo +
a) p(n) 1 ®
(15) X600 == [ TR )
n=—o

Cette derniére formule sera comprise dans les précédentes,
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si, posant

“+m
(16) f cos*lydy = wy,

¢/ —7

on substitue, au dénominateur n des seconds membres (14),
w;, intégrale définie qui est 2 7 ou 7, suivant que / est ou
n'est pas zéro; simplification que nous adoptons.

Dans tous les termes des sigmas simples (14), I'entier / a
une méme valeur fixe; les indices supérieurs de la fonc-
tion P et des constantes sont seuls changeants, depuis n =1
jusqu’a n = oo ; les seconds membres ne¢ contiennent plus
d’autre variable que p ainsi que les premiers. Outre la fonc-
tion P correspondante au groupe (7, ), et qui vérifie '6-
quation différentielle (5), introduisons une fonction sem-
blable P’ qui corresponde au groupe (7, n'), n’ dlﬁ‘erant de
n, et qui vérifiera 'équation différentielle

(17) ——*‘ [ - | =

L'élimination de I* entre les équations (17) et (5) don-

nera
dp _dP
— 2 ,———— —
¢4 F)(Pdp Pd!‘).
9

dp

[n’(n’+1.) —n(n+1)]PP' =

si 'on multiplie par dp et qu’on intégre entre p = —1 et
u=+1, le second membre disparaitra; car I'intégrale in-
définie de ce second membre , qui est

dp dp’
/
(r— p?) <P dp. P_dy)’

s'annule aux deux limites par le facteur 1—p*, P et P/ ne
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pouvant étre infinis ; on aura donc nécessairement

(7' (7" +1)— n(n+1)] 'PP’dyzzo,

et n/ différant de n,
+1 o
(18) f BOP™ gy — o,
-1

Ce théoréme important (18) donne le moyen d'isoler
chaque coeflicient des identités (14) et de déterminer leurs

valeurs. Multipliant les deux équations (14) par P! dy,

intégrant de g = —1 a p = +-1, et posant

+i (n)\2 (n)
(19) f @) du= p™, -

on obtient définitivement les formules générales

) ' —+1 +
6" = —n, P f F({, p) cosly dydyp,
(.)Ip —_1 —_T
(20) 1 “+1 +7
BV = ()f pj"’f F (y, p) sinly dydp.
Nlpln o/ —1 —_T

Eufin, aprés la substitution de ces valeurs, la double sé-
rie (11) ou (12) sera la fonction cherchée.

.

' § CLXVIIL
DEVELOPPEMENT DE F (¥, p).

Désignant ¢ par a, p par 5 sous les intégrales définies
doubles (20), ct substituant les nouvelles valeurs dans I'¢-
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quation (13), elle devient
fa) F(4, p)=
+1 .
{=w n=w f P;")(ﬁ) ~/; F(a, ﬁ) cosl(\[;—a) dadﬁ .

DR D ™ ’

W py

=0 n=1

par une réduction facile; formule qui développe en série
une fonction quelconque des coordonnées sphériques ¢ et
#, genre de développement qui seul permet de constater que
la fonction V (12) vérifie la seconde condition en méme
temps que la premiére.

Ce qui caractérise spécialement la solution qui précide,
et en général les solutions de tous les problémes de
mécanique céleste et de physique mathématique, og I'on
emploie les coordonnées sphériques, c’est la fonction P,
c'est-a-dire le facteur qui contient u, ou le sinus de la lati-
tude, dans chaque terme simple du développement en série.
On verra que cette fonction a une grande analogie avec les
fonctions des (A, B;, C;) quise présentent quand on emploie
les coordonnées elliptiques, et qu’elle n’est réellement quun
cas particulier de ces fonctions plus générales. D’aprés cela,
il importe d’étudier succinctement les propriéiés princi-

pales des diverses fonctions P\ ; ce qui nousdonnera d’ail-

leurs I'occasion d’évaluer I'intégrale définie (19), placée en
dénominateur dans la formule (21).

§ CLXIX.
RELATION DIFFERENTIELLE ENTRE LES P{.
(n—t)
!

s elle vérifiera

16

Soit représentée par % la fonction P
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Féquation différentielle

d(r—w)gi* I
(22) === n|e

que l'on obtient en ehangeant n en 7 —1 dans (5). Or
si on prend

(23) "’:"FQ—('—F')%%’

cette fonction @ sera égale a P multiplié par un facteur

coustant. En cffet, différentiant (23), ayant égard a (22)et
multipliant ensuite par 1—u*, on a

deo ; d
(= W) o= [ (1= 1) = P12 4o ls — )

différentiant une scconde fois, et sc servant encore de (22),
il vient : ;

¢’est-a-dire , en réunissant, et d’aprés (23),

(i.(_l.__...__.__[——-{;-—n(n—}-l)] &

équation différentielle identique avec (5); donc @, qui, d'a-
pres sa composition en %, est fini pour p= o, ne sera

autre que I'intégrale particuliére P, multipliée par unc

constante.

eme mme——
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Soit k cette constante, on aura

(24) R = np® — (1 — ) 22

identiquement, c’est-a-dire quet que soit p. On a, d’aprés
(10), et en se bornant au premier terme de chaque paren-

thése,
L L
P = (1— @ (i), @ = (1— ) (= )

d® g
d—y:.(]l—y_’)’ (— IP."*’-}-...)

t
(= P [ — )t
substituant dans (24) et réduisant au second membre, il
vient
! ! .
(1= ) (k=) = (1= P [ (2 — 1) p e ]

or, les deux parenthéses devant étre identiques et, par
suite, leurs premiers termes égaux, il faut que k soit
2n—1. On a ainsi la relation

.{n-1)

dp

(r) __ (r—1)
(25) (2r— 1) P, = npP, —'('_P")—d—’l:.—,

remarquable par clle-méme, et dont se déduisent toutes les
‘suivantes,

§ CLXX.
RELATION INTEGRALE ENTRE LES P*.

Différentiant (25), il vient, d’aprés I’équation (22) ou €
16.
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représente P,

(n) (n—1)
dp 2 I’ (n—1) d
(26) (“"')_d;'=("— 2) P 4np d'y.

1—p
* (n-1)
3
dp
la premiére formule du groupe

entre (25) et (26) donne

L’élimination de la dérivée

(n)

. . n— —
Zo e = ap(+ (1 — )
(27) ' : ¢
(m)
: dP,
(20 + 1) B = (n 1) R B (— 1 — ) T

la seconde provient de la relation (25), dans laquelle on a
changé n en n + 1. Enfin, additionnant ces deux derniéres
formules, membre 3 membre, on élimine la dérivée de
P("), etl'on‘a

n’.— r

4l¢’— 1 ¢

relation dont I'importance est manifeste.

(28) P = P —

§ CLXXI.
=1 -
. DETERMINATION DEf P*(p) dp.
-1

D’aprés le théoréme (18), si I'on multiplie la relation

{28) par P{**Vdp, et qu'on intégre entre —1 et +1, on

+1 -+1
[ mrpan= [T iR gy
- -1

aura
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changeant 7 en n — 1, puis revenant a (28) multiplié par
PE"‘” dp., et intégré comme ci-dessus, on a successivement

+1
— f [ P;'—')Pin)dy.

§ nt—n =+1 aet) .
f+l(P$'))’d# =4n’-—1f (P dp :
. —1
—1

j=n .
jz_p -+1 5 .
= 1 (=) [ e
i=l+l - ’
c'est-a-dire
‘ =n
™ __ ¢, JS=r
(29) P =p ~II (41.‘_‘)
j=l+1

Or, d’aprés sa valeur générale (10), et puisque /1 — pu* est
le cosinus de la latitude @, on a

+
+1
Py) = cos‘0, p;') = ( P,(I) ydp = f cos? 196,

—1 T
2

LR

et rappelant la formule classique
T
+Z - +7

2 2!
cos*+' 9do — by cos?—'0d4,
+1 :

L]
w8

il s’ensuivra
i=1
2/ I—1) 21
3o 0 __ 20 00 _,
(30) P 2I+1p‘—' I 2i+1)’

car, P” étant Punité, p{’ est égal a a2; et cette valeur,
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substituée dans (29) , donne numériquement

i=l j=n
L gy g, .2 s=r
(3')‘£l (P )df"—-'P, ;—2. n <2i+l)‘ I (47:)
i=1) j=l+1

_Ainsi le dénominateur des coefficients (20), ou celui du
terme général, dans le développement (21), ne contient
d’autre nombre transcendant que 7, qui est introduit
"par o;. On verra, par les legons qui vont suivre , que cette
propriéié s'étend i tous les ellipsoides.
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SEIZIEME LECON.

Cas de Vellipsoide de révolution planétaire. — Formes diverses des facteurs
du terme simple. — Leur coincidence avec la fonction P (). — Nouvelle
forme de cette fonction. — Définition des fonctions isothermes.

§ CLXXII.
CAS DE L’ELLIPSOIDE PLANETAIRE.

Essayons maintenant de résoudre le probléme général
¢noncé au § 152 pour les corps de forme ellipsoidale, et
considérons d’abord les solides de révolution.

Exemple V. — Le corps solide est un ellipsoide de ré-
volution planétaire, ou dans lequel la distance des pdles
est moindre que le diamétre de I’équateur. Tous les points
de sa surface ont des températures fixes et diverses. Il s’agit
de trouver une fonction V qui exprime la température des
points situés a I'intérieur.

Soient r le rayon de 'équateur et 2’ 'axe polaire. Si
I'on prend ¢ = yr*— r’* dans les équations et les formules
des §§ 97 et 149, il s’agira de déterminer une fonction V
de (6, B, 7) : 1° qui vérifie I'équation aux diflérences par-
tielles

v 'V
2 1
gt I =

(1 (b= ¥) St + ¢

dans laquelle 2 et p sont les fonctions

c c
2

(2) ):E(p), chos-; B
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_ inverses des transcendantes

(3) pch-—i)‘z’ 7=c [‘P——:‘zéz7
) We—w Y =r

prises pour coordonnées ; 2° et qui se réduise a une fonc-
tion donnée F (6, B) quand p =7, ou quand y atteintla

valeur cfr dp
' € PVP’_CI

Conformément a la marche uniforme des exemples pré-
cédents, V se composera d'une somme de termes simples,
venﬁant chacun I’équation (1), et multipliés par des coeffi-
cients d’abord arbitraires. Chaque terme simple U = QPR
sera le produit de trois facteurs, Q ne contenant que la coor-
donnée 6, P que 3, R que y. Substituant dans I’équation (1)
le produit QPR a V, et divisant par ce produit méme, on
aura

1 d*P ,1 d'R
(4) (P P)Q dO’ P P d_ﬂ’ + R '171 =o.

Par les mémes raisons que pour la sphére, V, et par suite
Q, ne pourront contenir I'angle azimutal § que sous les li-
gnes trigonométriques sinus et cosinus, et leurs développe-
ments en sin @ et cosf que des puissances positives; d'ou il
suitencore que Q peut n’étre que le sinus ou le cosinus d’un
arc 16, I étant essentiellement un nombre entier; a]ors Q
venﬁera Péquation différentielle
d*Q

(5) e U=

§ CLXXIII.
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES NOUVEAUX FACTEURS.

Par la substitution de —I* 4 la place de la fraction
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1 d . .
2 dO?’ I'équation (4) se met facilement sous la forme
1 d’P 1 d'R
e - - 2
Pap _Rdy T

22 - p? 5
le premier membre ne peut avoir d’autre variable que 3,
le sedond que y; leur égalité exige donc qu'ils soient con-

. h :
stants. Soit - leur valeur commune, on aura

d'pP N
—— [
7 = (= 4%) P

'R P _
= (e

(6)

équati(;ns différentielles que les fonctions P et R doivent
vérifier.

Si 'on prend respectivement les paramétres géométn—
ques A et p pour les variables des facteurs P et R, les rela-
tions (3) donnant

d\ c"l'ﬂ

c’d—,g=l\/c’-—-)" d),
dp: d)

R

— cl—

J'R VF 2"9’/" “dp

CW_P P—C dP g H

les équations différentielles (6), en changeant les signgs de
la premiére, se transforment dans les suivantes :

o) (v — c’)‘)‘fﬂp+( l—c’).)—_.(h)" 1c) P,
7

(P—C’F’) +(e—-0’9)——("9—l’c’)l\

lesquelles sont identiques ; c’est-a-dire que leurs intégrales
q ques; q
générales secomposeront de laméme maniére, Pen}, Ren p.
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Mais les conditions imposées a la fonction V, par la nature
de la question traitée, peuvent restrcindre les facteurs P
et R a n’étre que des intégrales particuliéres, qui ne se cor-

_respondent pas.

Si I'on prend respecuvemem, pour les variables des
facteurs P et R, les paramétres géométriques X = yc*— 1,

p = ¥p* — ¢*, demi-axes polaires des surfaces conjuguées,

les §§ 16 et 15 donnant

’

Y av [ dy
=)y a=w VT ) A

il s’ensuit

adP_ 1,:‘1( )‘z)dx'
= =(¢ =) —2y ’
dR

’y 2
& (P +c)—7
_E— PVS_’_CI)_P_‘{g’

et les équations (6) deviennent, en remplagant dans les
seconds membres A* par ¢*— X*, p* par p* + ¢*, et divisant
par ces nouvelles valeurs :

dp ‘
—_— 7)) =
d(e—2 )dl’ ! Be?
N =\ew

_h) P,
(8)® ; :
)d(r'*+c’>§1‘7
—__‘r =(h —_— Le >R'
dPI P,,_'_c-_. H

ici les intégrales générales différeront, en ce que, connais-
sant’ celle de la fonction P en ¥, il faudra y changer ¢'
en —c', en méme temps que X en p/, pour en déduire

cclle de R.
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§ CLXXIV.
COINCIDENCE AVEC LA FONCTION P (p).

Si 'on suppose maintenant P et R développés suivant les
puissances de A’ et p/, ces puissances devront étre toutes
positives : car, pour les points du corps situés sur le plan
de Péquateur, on a ou ¥ = o, ou p' = o, et la fonction V
cherchée doit étre finie pour ces valeurs. Ainsi restreintes,
et de la méme maniére, les deux intégrales particuliéres,
seules admissibles, des équations (8), se correspondront, et
I'une se déduira de I’autre par les changements qui viennent
d'¢tre indiqués. Le facteur R étant un polyndéme du degré n
en p'y ce polyndéme sera évidemment homogéne en p' et c;
c'est-a-dire que tous ses termes, a 'exception du premier,
auront pour facteur une puissance positive de c, en sorte
que, si 'on y faisait ¢ = o, auquel cas le systéme ellip-
soidal deviendrait le systéme sphérique, R se réduirait
ap", comme cela devait étre ; or la seconde équation diffé-

dﬁdﬂ

rentielle (7) ou (8) devenant alors = hR, il faut né-

cessairement que A soit n (n +1).
Substituant cette valeur trouvée de h dans les équa-

’

tions (8), et lemp]a(;ant-)- par p dans la premiére, elles

deviennent
d(1—
s dP’—-[ ——n(n—i—l)]P,
(9)
dR
'd(“'*‘P")—‘, -
dp’__
@7 _[n(n-l-l) c’+p”|R'
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et lorsqu’on aura trouvé I'intégrale particuli¢re de P en p,
il suffira d’y changer  en ﬁc’ V—1, pour en déduire le fac-
teur R. Or cette intégrale particuliére, nous la connais-
sons : elle n’est autre que la fonction Pg") (r0), § 165,

relative a la sphére; car toutes les conditions imposées au

sinus de la latitude sont applicables, sans exception, au
by . . )
rapport — [Entre autres, celle-ci : I'équation de Paxe

polaire étant A = o, quel que soit 6, il s’ensuit, comme pour
.la sphére, que sin0 et cosf sont inséparables du facteur ;,
!
. . M\¢ V\T]?
et Q, c’est-a-dire sinZ6 ou cos 0, de (—) ou [1-—- (-—) ] )
c (4

facteur que P doit conséquemment contenir. ]

Il résulte de la coincidence, qui vient d’étre établie, que
les facteurs P et R de I'exemple actuel, ou les intégrales
particuliéres admissibles des équations (g), seront

n, 1’ R, /
(10) P=P;)(;)s R=Pf)(%v—jx)~

Rappelons que, d’aprés les §§ 16 et 15, les fonctions in-
verses des paramétres thermométriques, prises ici comme
variables, ont les valeurs

>’

ol

o 1™
Il
£
3
2
=]
=2
L)
Il
I
+
~
O,
~—
]
-
il
§
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§ CLXXYV.

EXPRESSION DE LA TEMPERATURE.
D’aprés la forme de la fonction Pf") [(x0), § 165], I'in-

/
troduction de % V—1 aulieu de sa variable donnera pour R

" une fonction réelle de p’, que nous désignerons par & (¢'),
multipliée par un facteur constant, qui sera =1, & y—1,
suivant les parités des entiers et n; ce facteur peut étre
réuni au coefficient arbitraire qui doit multiplier le terme
simple; on peut inversement emprunter a ce coefficient un
autre facteur pareillement constant, et prendre R = agf_,;
de telle sorte que R se réduise a 'unité pour p' = r; ou sur
la surface du solide proposé; ce qui simplifiera la recherche
ultérieure.

Enfin on peut laisser ¢t comme variable dans la fonc-

tion P{") qui exprime le facteur P, en se rappe]an; qu’il ne

s'agit plus d'un sinus de latitude, mais de la fonction in-
Voon SB)

" E(8)
varie de —c a +c sur la surface des ellipsoides actuels
(la coordonnée thermométrique {3 variant de —e 3 + oo,

verse — Et, puisque le paramétre géométrique X' -

§ 97), cette nouvelle valeur %de p aura les mémes limites

—1 et +1 que pour la sphére.
La solution est maintenant toute tracée. La série V se
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présentera sous la forme

LR(r)
(12) V:z :f; ‘.

I=o +sm192H(')aEP ; P |

_ CO‘,OZG(")‘R(P P(“) '

\ n=1
La fonction donnée F étant exprimée en 6 et en

' v _e(B)
P TR

et V devant se réduire a cette fonction quand p'=1/, en
aura 2 identifier le développement

l= o n=o0 n=e
(13) ¥ [coslG 3 6" B +sin1e 3 ByY pj")] =F (0, p)
l=o0 n=1 - n=1

Les méthodes d’élimination du § 167 s'appliquant ici
o ) . ,
sans aucune modification, on arrivera aux valeurs géné-

vales (20), méme § 167, des coefficients GS") , H{i") , audé-
veloppeuent (21), § 168, en remplagant ¢ par 6. Enfin, les
propriétés des fonctions P, et la valeur numérique de
pi” , seront absolument les mémes qu’aux §§169, 170, 171.

Les coefficients étant ainsi déterminés, la série. dou-
ble V (12) pourra étre greupée de cette autrc maniére

n=w l=n

(4) v=3 | B (6 costy + B sinry) L ot

n=o0 Il=o

forme analogue a celle (11), § 166, de la série double ap-
partenant a la sphére, mais qui en différe en ce quele
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2
facteur (9 » qui était en dehors du sigma inférieur, est
/
(')
K(r)
changeant a la fois avec n et avec /, ainsi que le fac-
teur P(™.

Notre premier exemple d’un corps de forme ellipsoidale
est maintenant complet. Mais pour faciliter des rapproche-
ments avec d’autres exemples donnant lieu & des distinc~
tions importantes, il faut étudier de plus prés les deux fonc-
tions associées P et R, ou la composition du terme simple.

actuellement s et placé sous ce sigma méme, comme

§ CLXXVIL.
DOUBLE FORME DES FACTEURS P ET R.

Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou
en &tre extrait, les développements &es valeurs (10) s’écri-
ront ainsi :

: l . .
p— v} /1_ Ia— (Il—l) (n_l—l) 29 /n—I—2
( 5)59_@ —wap? [x R e +...],
1
! : -
'n: e [ ot o+ ‘_____"—2? 2(::15') o ,,f»~r—:+...1.

Si T'on y remplace X' par yc*—2*, o/ par yp*—c?, les
valeurs (15), ainsi transformées en A et p, seront nécessai-
rement les intégrales particuliéres, admissibles et corres-
pondantes des équations différentielles identiques (7). IF
suffit donc de chercher la premiére qui devra reproduire la
seconde, 4 un facteur constant prés, par le simple change-
ment de 1 en p.
‘ !

Dans la transformée de P, le facteur (c* —¥*)* sera rem~
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placé par X; si les entiers n et I ont la méme parité, n—1
étant pair, la parenthése (multipliée, s’il est nécessaire,
par —1) deviendra un polyndme a puissances paires de A,

n—1

complet et de degré en A*; alors P sera de la forme

(16) P=2 kW AN kN

2

mais si les entiers 2 et / sont de parités contraires, n—!/
étant impair, la parenthése sera le produit du radical

. .

== \/c* —A* par un polyndme & puissances paires de A,
complet et de degré n——:—:—l- en A*; et P aura cette autre
forme

At e 1-" h L I VR ‘.", Ar—1--28 ]

(179) P=VC’—1’[+........ ...... +h_ g M

® 2

Or si, remplacant, dans la premiére (7), 2 par n (n+1),
on cherche, pour I'un ou pour I’autre cas, quelle doit étre
la loi du coefficient ,, ou k, , telle que le polyndéme (16)
ou (17) vérifie cette équation différentielle, on trouve,

«par la méthode employée au § 163,

,(n— 254 2p—12
2s(2n 41— 25)

~1)

‘k,::-—c

(18) (=25 41—,

25(2n + 1— 25) =

(l"‘_—_——c

et le coefficient du premier terme, c’est-a-dire &, ou k|,
étant I'unité, celui du second sera
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celui du troisiéme

(t=07) [(r— 2)"— "]

h=e3 F.(2n—1){(2n—3)"°

ou

. [(n—l)’-—l’][(n—-?))“—l’]
Fo=e >.4.(27 —1) (27 — 3)

et ainsi de suite. Et le polyndme se terminera au terme
prévu, puisque k, (18) s’annule, quel que soit ,_, quand

rR—1

s =

+1, ou puisque k¥, s'annule, quel que soit A’_,

n—1

quand s = ——2:—! +1.

D’aprés cela, le groupe (15) transformé sera

' (n?—17) . =t
sp=ll—m-n———_.l)c,)~” ’+...+f.(—c’/" 1‘,
(19) ) .
— (2= 1) e -
B ann F TR

si n et I sont de méme parité, ou si leur différence n—1
est paire, et

2 n—l—1
=\ g it BV =l e (o) TN ;,
(20) 2(2n —1) )
r—1)2—0 , ‘n—1—|
R:p’{p""— {m;——)_l) e p A (=) 2 Pl} ,

dans le cas contraire, ou si » —/ est impair; f et f' étant lcs
fractions terminales, faciles a trouver; X et p’ remplagant les
radicaux Vc*—A* et ¥p* — ¢*; enfin le facteur y—1 que le
changement de A en p dans la premiére équation (20) intro-
duit dans la seconde, étant renvoyé au coefficient arbitraire.

7
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§ CLXXVIL
COMPOSITION DES FACTEURS P ET R.

Si, dans les premiéres expressions (15), on remplace les
facteurs des parenthéses par A' et p', les groupes de va-
leurs (15), (19) ou (2a), seront des fonctions algébriques,
entiéres et rationnelles de degré n, des paramétres géomé-
triques A et X pour P, p et p/ pour R, ou des axes des sur-
faces isothermes conjuguées. Autrement, si 'on divise ces
valeurs par ¢”, elles deviennent des fonctions algébriques,
entiéres et rationnelles de degré n des deux fonctions in-
verses

k_ 1 M) our
“TER) ¢ TTE(p PP

=sécy et % =tangy, deq pour R.

f‘.l’b

De plus, sous la forme (1g) ou (20), les denx fonctions
sont identiques, c’est-a-dire qu’elles sont composées de la
méme maniére, I'une en 2 et X, 1'autre en p et ¢/, ou bien
! (ﬂ) cAB)
E(B) 'E (8)

Eune en = autre en sécy et tangy.

§ CLXXVIIL.
FONCTIONS ISOTHERMES. )

Toute fonetign qui vérifiera I'équation générale de I'¢-
quilibre des temperatures, quel que soit d’ailleurs le sys-
téme des coordonnées, jouira de la propriété de donner une
famille de surfaces isothermes, lorsqu’on I'égalera 2 un pa-
ramétre, variable d’une surface a 'autre, et qui sera pré-
cisément le parameétre thermométrique de cette famille.
Nous appellerons cette fonction une fonction isotherme.
Dans les exemples qui précédent , dans celui-ci, dans ceux
qui suivront, tout terme simple de la double série V est
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une fonction isotherme, puisqu’il doit essentiellement vé-
rifier I'équation de I'équilibre des températures.

Le nombre des termes simples distincts qui composent le
sigma limité relatif a /, dans la double série V (14), est
27 -+ 1 comme pour la sphére; car un seul correspond a
I = o, et a chacune des valeurs =1, 2, 3,...,n, corres-
pondent deux termes PR cosZ8, PRsinl6 qui sont dis-
tincts par le facteur en 6. On peut donc dire que, dans le
systéme des coordonnées (8, 3, y) del'ellipsoide planétaire,
a chaque valeur de I'entier » correspondent 2 n +1 fonc-
tions isothermes PR cos/f ou PR sin/8; les fonctions P et
R étant des polyndmes entiers et rationnels, tous de degré n
et composés de la méme maniére dans chaque fonction iso-
therme, a I'aide des deux fonctions inverses de 3 pour P,

de y pour R. )

§ CLXXIX.
IDENTITE INDIRECTE.

De plus, dans chacune des 2 7 +1 fonetions isothermes,
le groupe des facteurs polynémes P et R peut se mettre sous
deux formes diflérentes : par la premiére, (19) ou (20), que
suppose I'énoncé précédent, les deux polynémes sont direc-
tement identiques; par la seconde, (15), leur identité est en
quelque sorte indirecte, tous les termes de R étant positifs,
tandis que ceux de P sont alternativement positifs et néga-
tifs. Pour I'ellipsoide planétaire, c’est la forme pour la-
quelle I'identité est indirecte qui coincide avec la fonction

Pf") de la sphére.
§ CLXXX.
WwORME NOUVELLE DE LA FONCTION P ().

On définit plus simplement les fonctions isothermes de
Vellipsoide planétaire, en introduisant une forme nouvelle

7.



260 LEGONS
de la fonction P{” relative a la sphére. Désignant la latitude

par ¢, et prenant la forme habituelle, cette fonction peus
s’écrire ainsi :

rn—1)(n—1I1—1)
2(2r—1)

(21) PE"’: (sin"*‘cp _ sin""‘—’qa...)cos’q.
La premiére valeur (15) coincide avee elle, lorsqu’on y
substitue

esing 2 ), ccosg 2 \e'—27 ou A1,

“et qu'on supprime le facteur ¢"; on aura donc une autre
forme de cette fonction, que nous désignerons alors

par ‘P}') , en faisant les mémes substitutions, et la méme

suppression, dans la premiére valeur (19) ou (20); ce qui
donnera

n—{ __._(i__l,)_ n—{—3 ’ ~ost
(cos ? 2(2”___1)cos @ +... ) cos’e

(22) 2" = (ou

— ,—
(cos"-""':p-—(n )=

U T cogr—i—s losi
2(2’1_l)cos q+...) cos‘gsing,

suivant que n — [ est pair ou impair. Le polyndme (21) a
pour variable le sinus de la latitude, le polynéme (22) le
cosinus ; on peut donc représenter les deux formes par

(23) P (sing), & (cosy).

Afin de pouvoir employer indifféremment I'une ou I'autre
de ces deux formes, dans les développements relatifs a la
spheére, il faut prendre pour coordonnée la latitude elle-
méme et non son sinus. On remplacera donc, dans les for-
mules qui concernent ces développements, p par sing,
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dp par cospdgp, et I'on intégrera entre q;=-—-§ et

q)=+§, au lieu d’intégrer entre p=—1 et p=+1.

Par exemple, le théoréme fondamental, (18) du § 167,
s’écrira de cette maniére. .. (24) ~

T

. * +—
2 p(a) p(a) = 2 @) p(ns —
fn P,” P,"  cosedg =10, ou . 2" ®,"' cosp dg=o0,

les P(“) , ou les Q(") étant considérés comme'des fonctions

de la latitude ¢, exprimées par des polynémes en sing,

ou en €os Q.

§ CLXXXI.
RESUME SIMPLE.

Par cette introduction, et par cette notation, 6 étant la
longitude, ou I'angle azimutal des plans méridiens, les
2n + 1 fonctions isothermes de degré n, du systéme sphé-
rique, auront la forme

coslf
(25) p".‘?ﬁ"(cosq;) < ou >,

sin/6
et celle du systéme actuel prendront celle-ci,

o el ()

sin/0

ou bien, 4 Vaide des coordonnées thenﬁométriques 6,8, 7),

(29) (c‘::9> . QW (E—'——) - B (sécy).
sin/@ ()

g
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La forme (26), rapprochée de (25), résume, de la maniére

la plus simple, les liaisons ou la dépendance qui existent’

entre la sphére et l'ellipsoide de révolution planétaire.
La forme (27), rangeant les trois facteurs dans I'ordre
adopté pour les paramétres thermométriques du systéme
général, est une premiére indication des fonctions iso-
thermes de ce systéme.
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DIX-SEPTIEME LECON.

Cas de Vellipsoide ovaire. — Nouvelle ‘eoincidence des facteurs du terme
simple avec la fonction P (u). — Comparaison avec I'ellipsoide plané-
taire. — Concordance et différences. — Origines de la fonction P (z.). —

Développements simples et composés.

§ CLXXXIL.
CAS DE L’ELLIPSOIDE OVAIRE.

Exemple V'1.— Le corps solideest un ellipsoide de révo-
lution ovaire, ou dans lequel la distance des péles est plus
grande que le diamétre de I'équateur. Tous les points de la
surface ont des températures fixes et diverses. Il faut trouver
une fonetion V qui exprime la température des points situés

a Pintérieur.

Soient 1’ le rayon de ’équateur et 2r I’axe polaire. Si
Y q P

Yon prend ¢ =/r* — r'* dans les équations et les formules
des §§ 101 et 150, il s’agira de déterminer une fonction V
de (x,¢,y) : 1° qui vérifie 'équation aux différences par-

tielles
LAY AV diV
() F"‘;;?'*‘(P""”’)ﬂ?"‘" =0
dans laquelle v’ et p’ sont les fonctions
LA c L —— <
(2) "TE R PTERY

inverses des transcendantes

c dv' ) do’
(3) x=c ___v—=, 7T=c '—-—P—’
’ V'ch —'? PI P’VP”"“"

v
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prises pour coordonnées ; 2° et qui se réduise a une fonction
donnée F («, ¢), quand p’ = r’, ou quand y atteint la va-

l f@ dP’ .
eur ¢ e
r’ P,\/P T+

La fonction V étant composée d'une somme de termes
simples,, chaque terme simple U= PQR, produit dé trois
facteurs, P ne contenant que Ia coordonnée o, Q que ¢,
R que 7, doit vérifier I'équation (1) ; substituant a V le pro-
duit PQR,, et divisant par le méme produit, cette équation
devient '

d? 2
N e AL »';if

Par les mémes raisons que pour l'ellipsoide précédent et
pour la sphére, le facteur Q peut n’étre que le sinus ou le
cosinus d’un arc /{, / étant essentiellement un nombre en-
tier; alors il vérifiera I'équation

d*Q

d{? +0Q=o0,"

et la fraction - 67‘17 peut étre remplacée par la constante
~— I* dans I'équation (4), qui se mettra sous la forme

p_l4P 1R,
Pda - R dy -
NE - Pl 2
Le premier membre ne pouvant contenir que la variable a,
le second que y, leur valeur commune sera nécessairement

0.

. . h
une constante, et si on la désigne par 5 on aura

AP . 42
ov— 2
‘ da! (l s ’> P,

<.
d*R
= (e i)m

(5)
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équations différentielles que les facteurs P et R doivent vé-
rifier. .

§ CLXXXIIL
EQUATIONS DES NOUVEAUX FACTEURS.-

Si I'on prend respectivement, pour variables des facteurs
PetR, les paramétres géométriques v' et ¢/, les relations (3)
donnaut

&P dv' e — ' Zp,
c? daz=v'\/c’—~v' 37 ’
—— dR

daR ‘ dp'Vp '+ ¢ o
— ?“ /2 —+c? P - P,

et ces valeurs étant substituées dans les équations (5), préa-
lablement multipliées par ¢*, on a, en développant, et
changeant les signes de la premiére,

‘ (v"—c"’) P+(w= c’v’)%:(hv”—-l’c’)l’,

(6)

dR
/ ’ / 207\ L — /2 e R,
( (¢'*+ e ’)dp,,+(2p’+¢9)dp, (k" + ¢’ R

D’ou il suit que, I'intégrale générale de la fonction P étant
connue, il suffira d'y changer ¢* et —c* en méme temps
que v’ en p/, pour obtenir celle de la fonction R. Mais les
facteurs P et R du terme simple V ne peuvent étre que des
intégrales particuliéres : en effet, pour tout point du solide,
situé sur Paxe de révolution du systéme coordonné, v/ ou ¢/
étant nul, et la température V devant y rester finie , les fac-
teurs P et R doivent étre des intégrales particuliéres qui ne
deviennent pas infinies pour v'= o0, o’ = o. Ces intégrales,
ainsi restreintes, et de la méme maniére, se correspondront,
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et 'une se déduira de I'antre, par les changements qui
viennent d’étre indiqués.

Simaintenant on prend respectivement pour variables des
facteurs P et R les paramétres géométriques v = yc'— /,

p=Vp*+ ¢* demi-axes polaires des surfaces conjuguées,
les §§ 17 et 18 donnant

o . [T 4
@a=€ A ——c’—-v” v = A P”"c”

il s’ensuit .
dP
dy

b}

. d(c’—v’)
Id‘P-—- 2 2
c o = (¢ —?)

dv
dR

4R d(P,—ci)Ti;
c? 2—7-,— —_—

=(p'— ) ’

dp

et les équations (5), multipliées par ¢*, deviennent, en
remplagant dans les seconds membres v* par c*—»*, p"
par p*— c*, et divisant par ces nouvelles valeurs,

d(c:_vz)d_P

dv i2c?
dy = (c’— v h) P,
d(p—e) 2
dp ( ¢ )
= +A)R,
dP P:_ o?

oun bien, en développant et chassant les dénominateurs,

(7"

P L 4 avpr— )2 = (kv (B— h)eP,
(7 bi‘) dvy dv

(=P IR | ap(pr— ) 2B = [Aprot (12— h) )R

4 sz p dP - p :

équations différentielles identiques, c’est-a-dire que leurs
intégrales générales se composeront de la méme maniére,
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. I'une en v, Pautre en p, et il en sera de méme de leurs inté-
grales particuliéres admissibles, car elles ne peuvent étre
que les intégrales particuli¢res correspondantes des équa-
tions différentielles (6) dans lesquelles on substituerait res-

pectivement yc®— v* A , Yo' — & A p'.

§ CLXXXIV.
COINCIDENCE AVEC LA FONCTION P (g).

De méme que dans 'exemple précédent, le facteur R,
pris de degré n relativement a la ligne p, doit se réduire a
p" si c=o0, ou si le systétme coordonné devient le sys-
téme sphérique, et la seconde équation (7) étant alors

- = hR, il faut nécessairement que la constanie % soit

de la forme n (n +1), n étant un nombre entier. Substi-
tuant cette valeur trouvée de & dans les équatioms (7), et

. v » . .
remplagant dans la premiére - par p, ces équations devien-
s

nent
dP
d(1—p) 5 o
P‘— ——n(n I
(8) ‘ dp —['—P’ (n )]‘P’
;dw—c*)f‘i‘
d 2 2
. Pz[Pw +,.(n+,)]n.

De la résulte encore que le facteur P, exprimé en p = E_’

sera ka fonction P{”(10) du § 4635 relatif a la sphere; car il

est aisé de constater que toutes les conditions imposées au
sinus de la latitude sont applicables sans exception au rap-

rt -
Po c
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11 résulte de cette coincidence que les facteurs P et R de
I'exemple actuel, ou les intégrales particuliéres admissi-
bles des équations (7), seront

(9) P=p" ("Z) y R=p" (g)

Rappelons que, d’aprés les §§ 17 et 18, les fonctions
inverses des paramétres thermométriques, prises ici pour
variables, ont les valeurs

v 8@ ey Y= (2 =,
(10) Je TE(e)’ dod T=\/1 (0) E(a)
p_E@) P_'_.\/ e\, =
e E(y) dor o= (0> T Th
§ CLXXXV.

EXPRESSION DE LA TEMPERATURE.

D’aprés la forme de la fonction P{”, lintroduction de
%an lieu de la variable, et le changement de signe de

[1—— (%>:]’ donneront pour R une fonction réelle de p,

que nous désignerons par &’ (p), multipliée par un facteur
constant qui sera =1, &= {/—1 suivant les parités des en-
tiers /et n, et qui peut étre réuni au coefficient arbitraire
du terme simple. Empruntant un autre facteur constant au
: . . R’
mémne coefficient, on peut prendre R = .R’g' ;, afin que R
se réduise a I'unité pour p =r, ou sur la surface du corps
solide proposé.

Au lieu de;:.-%%, variable de la fonction Pf") qui
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exprime le facteur P, on peut écrire p1; et puisque le para-
métre géométrique v varie de — ¢ & + ¢, sur les ellipsoides
actuels (la coordonnée thermométrique « variant de — oo
. s e v
a+ o0, §101), les limites de p = - seront —1 et +1,
comme pour la sphére.

La fonction V cherchée se présentera donc sous la forme

{
i

oy (,,)31 (P) ()
’=°°s cosldoZG P (r)

(r1) V:Z ‘ :_:f i

I=o0 +snl‘¥‘2 H(n)i’(i))P(")( )

et la fonction donnée F, exprimée en ¢ et en

étant développée par la formule (21) du § 168, il faudra et
il suffira que les constantes G!”, H!" aient les valeurs (20)

du § 167, pour que V (11) satisfasse 4 la derniére condi-

tion.

Les coefficients étant ainsi déterminés, cette double sé-
rie (11) pourra étre groupée de cette autre maniére

n=wo" I=n

o v S [S e et i 5(2)]

n=o0 Il=o0

le facteur en p étant placé sous le second sigma, comme

by . . . v
changeant 4 la fois avec / et avec n, ainsi que Pf")( ;).
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§ CLXXXVI.

DOUBLE FORME DES FACTEURS.

Etudions encore la composition du terme simple, dans
ce second exemple d’un corps solide de forme ellipsoidale.
Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, on
en provenir, les développements des valeurs (9) peuvent
s’écrire ainsi :

!

' 5., (r—=8(n—1—r1) _.__

P=(cz_,z)1. el eyt ]
(13) s 1[ 2(2n—1) ' ]

e =

Si l'on y remplace v par yc*— v, p par Vp'* + ¢, les va-
leurs (13), ainsi transformées en v’ et p’, seront nécessai-
rement les intégrales particuliéres , admissibles et corres-
pondantes des équations différentielles (6). 11 suffit donc
de chercher la premiére qui devra reproduire la seconde, 4
un facteur constant prés, en y changeant a la fois + c*en
—c* etv'enp'.
- !

Dans la transformée de P, le facteur (¢*—v*)? sera
remplacé par v''. Si n— 1 est pair, la parenthése (muli-
pliée par — 1 s’il est nécessaire) sera un polynéme com-

, = { z 1 s
plet de degré —, - en v'%, et conformément 4 la premiére

loi des coefficients du § 176, qui s’applique ici sans aucune
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modification , P et, par suite, R seront de la forme

”2_11 "——-l
P=tee —— c’o""+..,+f.(—— ) 2 Y
(14) 2(2n —1)
R=p"+ =l Pl Gl S N PY
2(28—1) e

Si n—1{ est impair, la parenthése sera le produit de

n—1I7{—1

=+ yc*— v'? par un polynéme complet de degré

en v'*, et d’aprés la seconde loi des coefficients du § 176,
P et, par suite, R auront cette autre forme:

n—l—1
— — ’ —
R e e I
(15 > -
03) (n— 12— 10
R=p [P"'" -+ ST an =) " 4 f e p"] 5

f et f' étant les fractions terminales que les lois des coeffi-
cients donnent sans peine ; v et p remplagant les deux radi-
caux yc* — v'* et {/p’*+ ¢*, enfin le facteur V—I1, que les
changements de —c* en +-c* et de v/ en p’ dans la premiére
(15) introduisent dansla seeonde, étant renvoyé au coef-
ficient arbitraire.

§ CLXXXVIL.
COMPOSITION DES FACTEURS.

Si, dans les premiéres expressions (13 ), on remplace les
facteurs des parenthéses par v'! et p’!, les groupes de va-
leurs (13) et (14) ou (15) seront des polyndémes rationnels de
degré n, des paramétres géométriques v et v/ pour P, petp”
pour R, ou des axes des surfaces orthogonales conjuguées.
Autrement, si 'on divise ces valeurs par c", elles deviennent
des fonctions algébriques, entiéres et rationnelles, de
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degré n , des fonctions inverses

v__{,( ) v'__ 1

: TE(a) et FTE@ de « pour P,
£ — E() et &’—- ! de ur R
cTE(y) & Ty TP

Le nombre des termes simples distincts que comprend le
sigma limité relatif a Z, _dans la double série V (12), est
an -1, comme pour la sphére On peut donc dire que, dans
le systéme des coordonnées («, ¢, 7) de I'ellipsoide ovaire, a
chaque valeur de I'entier n correspondent 27 —+1 fonc-
tions isothermes de la forme PR cos {{, ou PRsinl¢{; les
facteurs P et R étant des fonctions algébriques, entiéres et
rationnelles, toutes de degré n, et composées de la méme
maniére dans chaque fonction isotherme, & 1'aide des deux
fonctions inverses de « pour P, de y pour R.

De plus, dans chaque fonction isotherme, le groupe des
facteurs P et R peut se mettre sous deux formes différentes:
par la premiére (13), que suppose I’énoncé précédent, les
deux polyndmes sont directement identiques; par la se-
conde (14) ou (15), leur identité est indireete. Pour i’ellip-
soide ovaire, c’est la forme par laquelle I'identité est di-

recte qui coincide avec la fonction P(")

dela sphére.

§ CLXXXVIIL
RAPPROCHEMENT DES DEUX ELLIPSOIDES.

En comparant les polynémes P et R, de 'une et I'autre
forme appartenant aux deux systémes d’ellipsoides de révo-
lution, planétaire et ovaire, on voit : 1°que les polyndmes
P ont une composition directement identique, a 1'aide du
demi-axe polaire et du demi-axe équatorial,, qui sont X et A
pour Phyperboloide de révolution a une nappe, v et v’ pour
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Ihyperboloide de révolution & deux nappes; 2° qué les po-
lynémes R ont une composition indirectement identique,
a Paide de la demi-distance des poles et du rayoh de I'¢-
quateur, qui sont g’ et p pour l'ellipsoide planétaire, p et p
pour D'ellipsoide ovaire. ‘

Si, comparant encore les deux systémes, on rapproche
les formes du groupe (P, R) par lesquelles 'identité est di-
recte,, et qui sont (19) ou (20), §176, pour l'ellipsoide
planétaire, (13), §186, pour Iellipsoide ovaire; elles se
distinguent en ce que I’expression est double dans le pre-
mier cas et simple dans le second; mais cette distinction
n’est qu’apparente. En effet, les valeurs (13) peuvent éire
écrites d’'une autre maniére. Si I'entier Zest pair, les fac-
teurs des parenthéses sont rationnels, et multipliant par
ces facteurs développés, P et R se présenjeront sous la
forme de polynémes identiques de degré n, en v pour P,
en p pour R (aprés avoir changé, s'il est nécessaire, le signe
du premier polyndme). Mais, si Z est impair, la fusion ne
peut étre compléte, il restera en dehors les radicaux

yc*—v? et Yp'—¢* qu'on remplacera par v’ et p/, et les
parenthéses seront des polyndmes identiques de degré
(n — 1) (avee ou sans chungement de signe).

Les valeurs (13) élant ainsi doublement exprimées, on
peut dire que, daus les deux systémes , la forme directement
identique est, soit un polyndme de degré n dont la variable
est le premier axe, c’est-a-dire A, ou v, om p, soit un poly-
néme de degré n — 1 de la méme variable multiplié par le
second axe X, ou v/, ou p’, conséquence importante pour la
recherche définitive qui fefa 'objet dela legon suivante.

§ CLXXXIX.
R.ESUME SIMPLE.

Rappelant maintenant la double forme de la fonction
18
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P(p) relative a la sphére, établie au § 180, et adoptant la
notation (23) de ce paragraphe, si ¢ représente la latijude
et ¢ la longitude, les 27 + 1 fonctions isothermes du sjs-
téme sphérique auront la forme

. cos /vy
(16} p*. P\ (sin ). ( ou ),
) sin /Y /

et celles du second systéme cllipsoidal prendront celle-ci

P e (£). o ()(c:’: >

. s , .
ou bien, a I'aide des coordonnées thermométriques (a,¢,7),

a cosly -
oo () () (8

forme qui résume, de la maniére la plus simple, la dépen-
dance qui existe entre la sphére et I'ellipsoide de révolu-
tion ovaire, et, en outre, les différences caractéristiques
qui séparent ce second ellipsoide du premier.

. § CXC. -
ORIGINES DE LA FONCTION P(g).
L ]
On voit, par tous ces rapprochements, que la forme

™ . ” S
®, (x) reproduit, avee I'identité directe, les facteurs P

et Rde chacune des 2+ 1 fonctions isothermes de degrén,
dans le systéme de Dellipsoide planétaire, et que cest la
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(n) e . e, '
forme P, (x)qui jouit de la méme propriété, dansle sys-

ttme de l'ellipsotde ovaire. On doit regarder chacune de
ces deux formes comme appartenant en propre & l'ellip-
soide qui 'emploie; c’est son erigine naturelle. La sphére
n'est intervenue que par la merveilleuse propriété qu'elle
posséde d’étre a la fois la limitc de tous les systémes ellip-
soidagx, quel que soit lewr module, ou d’éire réellement
comprisedanstous, commel’indiquent sinettement les coor-
données sphériques générales du § 103 ; faculté préciemsc,
qui nous servira pour étudier le cas général.

§ CXCI
CLASSEMENT DES DEVELOPPEMENTS.

Les facteurs isolés d’une seule variable, pris dans la suite
des fonctions isothermes de tous les degrés, appartenant a
un méme systéme de coordonnées, sont-ilstoujours capables
de former des séries simples, développant une fonction
donnée de cette variable? Pour cette question générale il
n’existe encore que des réponses particuliéres. Les six
exemples que nous avons traités ne conduisent en réalité
qu’a deux séries sim ples de cette nature. La premiére pro-
vient de la suite des fonctions isothermes des coordonndes
rectifignes, qui donne le développement d'une fonction
d’une seule variable en série de sinus et cosinus, d’oui I'on
déduit les développements composés, en séries multiples,
des fonctions de plusieurs variables, comme dans I'exem-
ple 1II. La seconde appartient aux systémes coordonnés
des ellipsoides planétaire et ovaire, qui donnent le déve-
loppement d’une fonction d’une seule variable en séric

. (n) (n) . g
des fonctions €, ou P, ayanttoutes le méme indice /. La

formule (21) , § 168, établie dans I'exemple de la sphére,
18.
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n'est qu'un développement multiple, composé des deux
genres de développements simples qui viennent d’étre dé-
finis. Le second genre différe essentiellement du premier,
car, lors méme qu'il s’agit de la sphére, la founction P (1)

ne peut étre réduite en sinus ou cosinus d’arcs multiples.
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DIX -HUITIEME LECON.

Cas de Qellipsofde a trois axes inégaux. — Méthode de recherche des factears
du terme simple. — Identité de forme des trois facteurs. — Formes des
fonctions isothermes en (A;, B;, C;). — Comparaison des fonctions iso-

thermes des divers systdmes coordonnés.

§ CXCIL.
CAS DE L’ELLIPSOIDE A TROIS AXES.

Exemple V'11.—Le corps solide est un ellipsoide, dont
les trois axes inégaux sont'r, 7', r”. Tous les points de sa
surface ont des températures fixes etdiverses. Il faut trouver
un'e fonction V qui exprime la température des points situés
a I'intérieur.

Si I’on prend
b=ck=\r—r'?, c=\ri—r",

dans les formules des §§ 80 et 148, il s’agira de déterminer
une fonction V de («,f3,7) : 1° qui vérifie I'équation aux
différences partielles

W (F—) 53+ T =0

dans laquelle v, u, p, sont les fonctions

(2) v=cA(z), p=cA(B), p=rcAi(y),
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inverses des transcendantes

. dv
=) Vv

@ poe (Mt

b Y —byo—p

e f\/r’ b’\/P*f’

prises pour coordonnées ; 2° et qui se réduise a unefonction
donnée F (« uand p = r, ou quand y atteint la valeur
1P q P » Ou q 7

de

La fonction V étant composée d’une somme, de termes
simples, multipliés par des coefficients d’abord arbitraires,
chaque terme sera une fonction isotherme,, que les exemples
Précédents autorisent & mettre sous la forme d’un produit,
=I¥MR, le facteur N ne contenant que la variable 2, M

queﬁ,R que 7. Ce produit étant substitué 4 V, l'eq

etion (1) devient

1 N 1 d°M 1 &R
@ N da P ( ) — M dpx (”’_'P’)'l'ﬁ —d—?;(y’——v?)=o,

. et doit étrewérifide. La fonction qui multiplie la différence
(p*—*) ne peut congenir que la variable « , celle qui mul-
tiplie (v*— p*) que 3, celle qui multiplie (p. —v*) que 7-
Or les trois différences, qui sont symétriques, sont telles, que
leur somme est nulle, et qu elles donnent encore une somme
nulle en les aJoutant aprés les avoir. respectivement, mul-
pliées par »?, p?, g’ c’est-a-dire que I'on a identiquement

("= ) + (=) + (@2 — ) =0, -

(5)
(= )V + (v — p )+ (p— ) pr =0,
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d’ou I'on conclut I'identité composée
=) (+5—g) +o—pi(b 5 —¢) +o—) (4 —5) =o,
h et g étant deux constantes quelconques.

§ CXdIIl.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES FACTEURS.

L’équation (4) seta donc vérifiée si I'on pose

d*N v
{ rla’z(h__g)N’
" d'M :
(6) ;dp::( -fa:‘—,) M,
. 'R [, p )
i CEOR

équations différentielles qu'il s’agit d'intégrer.
Si 'on pose, pour simplifier,

b+ c=p, b=y,

etquel’on prenne respectivement pour variablesdes facteurs
N, M, R les paramétres géométriques v, &, p, les relations (3)
donnant

d'N d«b’—-u’ c’—v’z—?
Ry,
L e
LI ,
©dp dp

4'R d\/P’—‘b’ Pz_c:?_ '
02?’2_-: {p’——b’i’p’—c’ n P,

ct ees valeurs étant développées, puis substituées dans les
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équations (6), préalablement multipliées par c?, o a, en
changeant les signes de la seconde,

pmpibg) T+ (r—p) g = (e g N,
{7) (v-mw—q) +( x&-—p#)——“(’m —gc)M,
(p*— pp* +q)-;,—,+( e—pp) 4—("9 — g}k,

équations différentielles identiques.

§ CXCIV.
COINCIDENCES ET PREVISIONS.

Si b était nul, les facteurs M et R étant ceux, P et R, de
Vellipsoide planétaire, la seconde et la troisiéme équa-
tion (7) deviendraient les équations différentielleg (7) du
§ 173, par le changement de ¢+ en A et de g en I*. Si b était
égal a c, les facteurs N et R étant ceux, P et R, de l'ellip-
soide ovaire, la premiére et la troisiéme équation (7) de-
viendraient les équations différentielles (7 bis) du § 183,
par le changement de g en 2 — /%, Enfin si b et ¢ étaient
nuls a la fois, le facteur R étant celui de la sphére, la troi-
siéme équation (7) deviendrait I'équation différentielle (4)
du § 163 ; en faisant gc* = o, et h = n (n +1). Ces coin-
cidences entre les équations. différentielles entrainent celles
de leurs intégrales admissibles.

D’aprés cela, comme pour les deux ellipsoidgs de tévo-
lution, les facteurs N, M, R pour I'ellipsoide actuel se com-
poseront.de la méme maniére, le premier en v, le second en
p le troisiéme en p. De plus, la constante % qui a toujours
la méme forme [~ (n +1), ou 7 entier ] dans les trois cas
particuliers et extrémes de la sphére, de I'ellipsoide plané-
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taire, de l'ellipsoide avaire, doit avoir cette forme dans le
cas géuéral, et la constante gc?, qui a des valeurs différentes
dans les trois premiers cas, reste seule 2 déterminer.

Ainsi, dans les équations (7), la constante % est égale a
#(mr +1), n étant un nombre entier. A chaque valeur den
doivent correspondre 27 -1 fonctions isothermes de la
forme U= NMR. Comme pour les ellipsoides de révolu-
tion, les factears N, M, R doivent étre des fonctions algé-
briques, entiéres et rationnelles de degré n, des trois axes
v, v, v/ de I’hyperboloide a une nappe pour N, u, p, '
de I'hyperboloide a deux nappes pour M, p, p', p” de I'el-
lipsoide pour R.

Conformémen a la concordance signalée au § 188, ces
fonctions doivent étre directement identiques, et chacune
d’elles sera, soit un polynéme de degré »n ayant pour va-
riable le premier axe, soit un polynéme de degré n — 1«
de la méme variable, muliiplié, ou par le second axe, ou
par le troisiéme, soit enfin un polyndme de degré n — 2,
toujours de la méme variable, multiplié par le produit des
deux derniers axes; cette derniére catégorie complétant,
comme on le verra, le groupe des 2n + 1 fonctions iso-
thermes. Il s’agit de constater que ces prévisions et ces ana-
logies se réalisent sur tous les points.

§ CXCV. .

METHODE DE RECHEI?CHE. PREMIERS FACTEURS.
D’aprés I'identité de forme des trois facteurs, il suffit de
considérer un seul d’entre eux. Adoptons R; la troi-

si¢éme équation (7), en remplacant k par n (n—+1), et
posant gc* = pz, est

@) (¢*—pp*+ q) +(2P —PP) + [pz—n(n+1)p']R=0.
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Cette équation doit admetire des valeurs particuliéres ayant
la forme du polynéme

=P'+ “|‘P‘_—’+ k:P,‘—‘ ...
-+ ‘-‘_’ Pn——u-ﬂ ~+ &‘_. n—u+1+ ‘.‘ Pu—u + ..

(9)

Cherchons quelle doit étre la loi des coefficients &, pour que
ce polynéme (9), substitué dans I'équation (8), la rende
identique. Faisant cette substitution, on reconnait d'abord
que le premier terme, qui est en p™+, disparait de lui-
méme d’aprés la valeur choisie pour 4, et op trouve sans
peine que les termes contenant p avec ’exposant (n—2s5-+2)
se réunissent avec le coefficient -

(= as(an41—=25)k + p[z— (n == 25+ 2)k_, .
+q(n—2s+4)(n— 25+ 3)k_,

Egalant cette somme & zéro, on aura

2s5(2rn+1—25)k=p[z— (n— 25+ 2"} k,_,

(10) 4+ g(n—2s+4§)(n—25+3) ks

pour la loi cherchée.

On déduit de cette loi, en faisant successivement s =1,
2, 3,..., dans P’équation (10), et observant que ko =1 et
que k_y, k_,, n’existent pas, les relations suivantes :

2(2n—1)k=p(z—n?),
4(zn—3)kh=plz— (n— )k +q.n(n —1),

(11) { 6 (an — 5) k= plz— (n — 4)Ths+ g (1 — 2) (n— 3) b1
8(an—1q)h=ple—(r—6)1k+q.(n—§) (n—5)k,

©ce0er s seesesseen L R R AN N I ) DRI

La premiére donnera k; qui sera du premier degré en z;
cette valeur, substituée dans la seconde relation donnera k,
qui sera du second degré en z; ces deux premiéres valeurs,
substituées dans la troisiéme relation, donneront k, qui
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sera du troisiéme degré en z ; et ainsi de suite. Tout coeffi-
cient k, sera donc du degré s en z.

Mais la série (9) doit étre essentiellement limitée ; il faut
donc que les coefficients &, s’annulent dous 4 partird’une cer-
taine valeur de s. Cela aura lieu, si 'on peut faire en sorte
que deux coefficients consécutifs soient nuls, car, en vertu
delaloi (10), si k,_, et k,_, sont nuls, £, le sera, ainsi que
tous ceux qui le suivent; ce qui donne deux conditions a
remplir, et 'on ne peut disposer pour cela que d’une seule
indéterminée qui est z. Or la relation (10), qui est a trois
termes, se réduit & deux termes seulement quand s égale, ou
n+4

3 . .
» ou » puisque alors le dernier terme du second

2
membre s’annule, quel que soit k,_y; I'une de ces deux
valeurs de s est entiére, ce sera la premicre si I'entier n est
pair, la seconde s’il est impair.

Dans I'un ou dans 'autre cas, soit ¢ la valeur entidre
de s qui jouit de la propriéié de faire disparaitre le coeffi-
cient de k,_, , dans ’équation générale (10) ; cette relation
donnera alors ks en k,_, seulement, et il suffira que &,_,
soit nul, pour que %, le soit. Posant donc k,_, = 0, on aura
une équation du degré ¢ — 1 en z, et 'une quelconque des
racines de cette équation jouira de la propriété de limiter
le polyndme (9) 2 un nombre ¢ — 1 de termes. 1l sera dé-
montré que toutes les racines de I'équation k,_, = o sont
réelles.
n+4

2

Lorsque n est pair et égal 4 21, 0 = =i+ 2,et

¢ — 1 =i+ 1; 'équation en z est du degré i+ 1; le poly-
néme (9) ne contient que des puissances paires, et son
dernier terme k; est eonstant. Lorsque 1 est impair, et égal

L. _nr+3 . . 16 .
a2] 41, 0=——=j+43, et ¢ —1=j + 1; I'équation

en z est du degré j +1; le polyndme (9) ne contient que
des puissances impaires, et son dernier terme est k;p.
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§ CXCVL
DEUXIEMES FACTEURS.

L’équation différentielle (8) doit admettre des valeurs
particuliéres ayant la forme

(12) R=p'R,
ou R est
K= P.—‘+k,l P“-;+ klrp“_s +-.-.
+ ‘.'l_’ Pn—z+t + ‘.:_l Pu-—zn—: -+ ),: f,ﬂ—'" + .o

On obtient!’équation différenticlleque le polynéme & doitvé-
rifier, en remplagant,dans I'équation (8), RPar Vol — 0.4,
ce qui donne, par des calculs et des réductions faciles,

d* R d&
(p'—ppi+ ) G + (48— (p +20¢) T

+[pz—c—(n—1)(n+2)p]R=0.

Substituant le polynéme &, on constate d’abord que le pre-
mier terme, qui esten p"*+!, disparait de lui-méme ; réunis-
sant ensuite les termes en p"~*+!, et égalant leur coeffi-
cient total a zéro, on a

" {pls—(n— 26— 1)]— ¢ (an— s+ 3)} .,
+ q(n—2s+3) (r—25+2)k_ = 25(an + 1 — 25)ky

pour la loi des coefficients &/, qui donnera une suite de re-
lations semblables a celles du tableau (11), et d’ou P'on con-

clura pareillement que A est du degré s en z.
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La limitation du polynéme & s'obtient en faisant , dans

. rn+2 . . n43 .
(13), s égal 4 o', o/ étant si n est pair, et sin

est impair; cette valeur faisant disparaitre le terme en
k,._,, quel que soit ce coefficient, I'équation (13) donnera
K,enk,

¢ —1

seulement, et il suffira de poser A, =o,

pour que K, soit nul, ainsi que tous les coefficients sui-

vants. On aura ainsi une équation en z du degré ¢'— 1 dont
une quelconque des racines jouira de la propriété de limi-
ter 4 ¢'—1 le nombre des termes du polynéme & (12). Les
factemrs du premier degré en z qui multiplient &,_, et & 1
dans les deux valeurs générales (10) et (13), étant trés-dif-
férents, la nouvelle équation en z sera autre que la pre-
miére.

n4-2 .
+ =t+1et

Loxsque n est pair et égal a 24, o'=

o' — x=1; la seconde équation en z est de degré i; le po-
lynéme & ne contient que des puissances impaires, et son

dernier terme est k|_ p. Lorsquenestimpairetégal a 2j+1,

o' =" ': 3=]'+ 2, et¢'—1=j 4+ 1; la seconde équation
en z est de degré j+1; le polynéme & ne contient que

des puissances paires, et son dernier terme A; est constant.

§ CXCVII.
TROISIEMBS ET QUATRIEMES FACTEURS.

L’équation différentielle (8) doit pareillement admettre
des valeurs particulié¢res ayant la forme

(14) BR=p"R=V\p — (e + K+ Ko +...).

On regonnait, comme pour la forme (12) et par le simplec
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changementde b en c etde cen b, qu'il existera ; valeuis.

de cette forme quand n =27, j+1 quand n = 2j 41, et
que ces valeurs correspondront aux racines, en méme nom-
bre, d'une troisiéme équation en z, k’,_, = o, différente
des deux premiéres. ’

Enfin I’équation différentielle (8) admet encore - des va-
leurs de la forme ' A .

(15) R= P'p”T,
~ouT est
T — Pn—l+ ‘ Pn—l -+ ‘-’ Pu—c +.
—+ " . Pn—u+z -+ A‘ Ipu % k Pu—-z.:—z_'_

On obtient l’equanon différentielle que le polyndme T doit
vérifier en remplagant, dans I'équatien (8), R par le produit
Vp'— b* Vp'—c'T, ce qui donne
a7 dT
(=P +q) 25 +(6¢'=3pp) 7=
+[p(z—1)—(rn—2)(rn+3)p ]T'=0

Substituant le polynéme T, on constate la disparition dw
premier terme, et réunissant les termes en p"~*, on arrive
a la loi des coefficients

2s(2n+1—25) k,=p[(z—1) — (n—25) (RF-36‘+;2)] oy

(16) +q(n—2s+2)(r—25+1)F_y

d’ou une nouvelle suite de gelations donnant &, du degré s

en z.
La limitation du polyndéme T s’obtient en donnant a s,

dans 'équation (16), la valeur & égale & =

+"'zsinest air
2 pait,

L1
a

si n est impair, et en prenant pour z une quel-

conque des racines de I'équation k. = o, différente dos
E— T < -
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trois équations précédemment obtenues. Lorsque 5 = 27,
R4 2 .
6=

=i-1et8& —1=1, cette quatriéme équation

est de degré i; le polyndme T est a puissances paires et son.
dernier terme A7_, est constant. Lorsque # = aj + 1,
c=" +1

2
gré j; le polynéme T esta puissances impaires et son der-
nier terme est A;_, p.

En résumé, quand 'entier n est pair et égal 4 a¢, le fac-
tear R peut avoir i+ 1 valeurs de la forme (g9), eti de
chacune des trois formes (12), (14) et (15), en tout 4i+1
ou 27 + 1 ; quand n est impair et égal a 2j+ 1, le facteur
R peut avoir j + 1 valeurs de chacune des trois formes (g) ,
(r2) et (14), et seulement j de la forme (15), en tout 45 + 3,
ou encore 2n + 1. Les prévisions du § 194 sont donc
Jjustifiées : pour chaque valeur del’entier n, il existe 2741
fonctions isothermes U= NMR, ou les facteurs N, M, R
ont les formes indiquées dans ce paragraphe.

=j 41 et & —1=7j, I'équation en z est de de-

.§ CXCVIIL.
FORMES DES FONCTIONS ISOTHERMES.

Il importe de remarquer qu'ayant donné p pour facteur
a z dans 'équation primitive (8), il résulte des lois ordi-
naires de ’homogénéité que si I'on remplace b par ck, ce
qui donne

p=b+c=c(1+4#), g=~c,

la ligne c disparaitra des quatre équations en z,en sorte que
deurs coefficients ne contiendront plus que le module &, et
son complémentaire X, si 'on juge convenable de I'intro-
duire pour simplifier ces coefficients. Par la méme raison,
si 'on substitue dans les facteurs N, M, R, & chaque para-
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métre géométrique, le produit de la ligne c par la fonction
inverse (A;, B;, C.) correspondante, le produit U sera di-
visible par ¢*", et renvoyant ce facteur au coefficient arbi-
- traire, chaque fonction isotherme ne con tiendra plus aucune
ligne, et sera totalement expnmée a Faide des (A B;, G)
du module & et de la racine z qui la particularise.
Par cette transformation, si 'on indiqhe généralement i

I'aide du symbole & " un polynéme de degré j en A;, &
puissances de méme parité, et dont les coefficients restent
les mémes, quel que soit I'indice i de la fonction inverse,

les 22 + 1 fonctions isothermes de degré » se répartirent,
comme il est dit plus haat, entre les quatre formes

/

) (n) (=)
N RN R, e,

BB, B, &0, & 4,

CCy Ca (™1, A" g, O,

BB, B,CC, C; ™., "), (7.

Autrement, les quatre formes générales des facteurs ad-
missibles N, M, R (savoir: de N si l'indice i est supprimé,
de M si I'indice  est 1, de R s’il est 2) seront

18) &M, BT, Gal™™, BCa.

§ CXCIX.
AVANTAGE DES A, SUR LES B, C.

On pourrait pareillement exprimer ces diverses formes
en introduisant les B; ou les C; au Heu des A;, dans des

~ polyndmes qu’on représenterait par les symboles w”, T’
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Mais alors les mémes polynémes correspondant aux trois in-
dices 7, ne seraient pas toujours directement identiques, et il
faudrait indiquer ceux dont I'identité neserait qu'indirecte.

L’emploi des polynémes &/’ écartant cette complication

dans les énoncés qui précédent, il en résulte un avantage
réel que les fonctions inverses A; ont sur les B; et les C..
Toutefois, 'étude des autres énoncés pourrait conduire a
des propriétés nouvelles des (A;, B;,C;) ou des an—+1
fonctions isothermes.

§ CC.
FONCTIONS ISOTHERMES COMPAREKES.

Les recherches que nous avons dii faire dans le but de
reconnaitre et de définir les 27 +1 fonctions isothermes
du degré n, appartenant au systéme des coordonnées ellip-
tiques («, 3, 7), ont pris un tel développement, qu’il est
impossible &achever I'exemple actuel dans cette legon. Ter-
minons-la par une comparaison des groupes de fonctions
isothermes, appartenant a tous les systémes de coordonnées
que nous avons employés.

Dans le systéme des coordonnées rectilignes ou du prisme
rectangle, les fonctions isothermes sont données par I'ex-
pressien

cos mx cosny E(zVm*+ n7)

ou . ou . ou
sin mx sin ny &(zym + n*)

Les deux premiers facteurs ont seuls la méme forme, sans

étre cependant identiques par suite de la diversité de m et

n. Toutefois.,, en désignant a la fois par Q (u) le sinus et

le cosinus d’un arc u, on peut écrire ainsi la fonction iso-
‘ 19
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therme précédente.
Q(mx).Q (ny).Q(Ym*+ n.zy—1),

et les trois facteurs sont ramenés au méme type. Leur pro-
duit contient deux constantes , qui entrent séparément dans
les deux premiers facteurs, et se réunissent dans le troi-
siéme.

Pour le systéme des coordonnées sphériques, les fonctions
isothermes ont I'expression suivante

Q(74)-B(p) ¢

Ici les trois facteurs ont des formes différentes , et il parait
impossible deles ramener au méme type. Leur produit con-
tient deux nombres constants, qui entrent séparément dans
les deux facteurs extrémes, et se réunissent dans celui du
milieu.

Pour les deux systémes des ellipsoides de révolution, les
fonctions isothermes ont les expressions

Q (19).‘1’5") (m) -‘l‘,(")(sée'y),
f’ﬁ') (515)-eus). v (FH)-

Dans chacune d’elles, un des trois facteurs a la forme type
du prisme rectangle ; lesdeux autresontunc formeidentique,
qui rappelle la fonction P (1). Leur produit contient deux
nombres constants, qui se réunissent de la méme maniére,
dans les deux facteurs identiques, tandis que le troisiéme
n’emploie qu'un seul de ces nombres.

Enfin dans le systéme des coordonnées elliptiqﬁes, les
fonctions isothermes s’expriment ainsi :

§(A,B, C).$(A, B, C).4 (A, B,, Cy).

Les trois facteurs sont des polynomes identiques, qui réu-
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nissent et emploient de la méme maniére deux nombres
constants.

§ CCI.
ORIGINE COMMUNE.

SiI'on considére que cette derniére expression appartient
a une infinité de systémes coordonnés différents, corres-
pondants i toutes les valeurs du module &, comprises entre
o et 1, tandis que le groupe des ellipsoides de révolution ne
comprend que les deux cas particuliers aux limites de ce
module, on peut dire que le systétme de V’ellipsoide a trois
axes est la source naturelle de toutes les fonctions iso-
thermes appartenant & des sphéroides; que ce type originel
subit une premiére déformation dans les ellipsoides plané-
taire et ovaire; puis une seconde dans le systéme habituel
des coordonnées sphériques, qui achéve de faire disparaitre
toute symétrie, toute identité de composition, entre les
facteurs d’'une méme fonction isotherme.

Mais, dans ce systéme si déformé de la sphére, il reste
encore une trace de filiation, la fonction P (), et cette trace
nous a suffi pour reconstituer le systéme complet : pour
retrouver d’abord deux facteurs de méme forme dans les
fonctions isothermes des ellipsoides de révolution, et recon-
naitre ensuite, par le rapprochement de ces nouveaux
systémes, la forme complétement symétrique des trois fac-
teurs de toute fonction isotherme appartenant a 1’ellipsoide
4 trois axes inégaux. Je ne sais s’il existe, en mathématiques
ou ailleurs, un exemple plus remarquable de cette marche
ascendante, par laquelle on parvient a déduire le cas géné-
ral d’un cas particulier.

Remarquons enfin que les neuf fonctions inverses (A,,
B:, C;), qui toutes résolvent les problémes d’Euler, d’Abel,
de Jacobi, a I'aide,d’une seule formule pour chaque solu-

19.
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tion, raménent aussi 4 une forme unique les trois facteurs
de chaque fonction isotherme du systéme des coordonnées
elliptiques. Une faculté aussi constamment active, et dans
la théorie, et dans les applications, donne a I'introduction
de ces fonctions un caractére plus important que celui d’une
simple notation. Elle constate que ce sont bien 14 les véri-
tables fonctions inverses des transcendantes elliptiques de
premiére espéce, celles dont il était essentiel d’établir les
propriétés. Toute autre peut servir, soit a lever quelque
difficulté de détail, soit a établir un lien commode avec la
méthode des quadratures ; mais ce n’est qu'une fonction in-
verse intermédiaire, dont]’abandon est indispensable quand
il s’agit d’énoncer les résultats obtenus.
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DIX-NEUVIEME LECON.

Suite du cas de I’ellipsoide a trois axes. — Réalité des racines des équations
en z. — Expression de la température par huit ou par deux séries par-
tielles. — Développement d’une fonction en série des (A, B;, (;;). — Nou-
velle %olution pour la sphére.

§ CCIIL.
PROPRIETE DES FACTEURS N ET M.

Les fonctions isothermes de tous les degrés, qui appar-
tiennent au systéme des coordonnées elliptiques (2, 8,7}, .
ont été reconnues et suffisamment définies dans la lecon pré-
cédente. Il s'agit dans celle-ci de terminer I’exemple VII,
c’est-a-dire de résoudre définitivement le probléme général,
énoncé au § 182, lorsque le corps solide a la forme d'un
ellipsoide a trois axes inégaux. Dans cette seconde partie
d’un méme exemple, afin defaciliter les renvois, au lieu de
commencer une nouvelle suite de numéros d’ordre, pour
les formules et les tableaux, nous prolongerons celle de la
derniére séance. Commencons par un lemme important,
sur lequel repose principalement la solution dont il s’agit.

Les facteurs N, M (18), de toute fonction isotherme (17),
sont tels, qu'a chacune des deux limites zéro et & de la

. dN . s .
variable 2, N ou 7, est zéro, et qu’a chacune des deux li-

. , i dM .
mites zéro et &’ de la variable #, M ou d—pestnu].En effet,

pour N, puisque A (0) =o, et que B (w) = o, le tableau
suivantqui contientles quatre formes de la fonction et celles
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de sa dérivée , constate cette propriéié :

dN
N a
; dA™
A ’ BCT 3
dek(n-l)
B R, — CA A1) +B?C T ]

dd')(n—l)
Ch(n—), —BA&C—) + GBI

(n—2)
BCA(—), —(Bi-+C)A (-9 4 BT

Quand « = w, le facteur B annule N dans la seconde et I
quatriéme formes, j—g dans la premiére et Ia troisi¢me;
~ quand a = o, le facteur A annule N dans 1a secondeetla
troisiéme formes, ;—J:- dans les deux autres, si I'entier n est

pair; l'inverse a lieu si # est impair. Pour la fonction M,
puisque B, (0) =0, et que C, (w’) = o, la propriété énon-
cée est pareillement constatée par ce second tableau:

L3

dM

M —

dp

()
@) adnd .
Jo'" , ) B|C| de: *
(1)
(n—1) (n—1) dde .
B|nlv| ' 9 C}Alu&l ! +C|B:'TA.—I—,
(n—1) (n—1) dapim -

(o8 nao' ’ '—'BgA‘Jo' +B|C: -—d—r H

Aux deux limites, le facteur B, C, annule M dans la qua-
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dM
wriéme forme, et — dans la premiére; quand f=o, le

dap
. aM
facteur B, annule M dans la seconde forme et a5 dans la
troisiéme ; quand ﬁ = m’ le facteur C, annule M dans la

troisiéme forme et —— d 8 dans la seconde.

D’aprés le lemme qui précéde, si I'on désigne par N et
N’, ou par M et M’, deux facteurs différents N ou M, appar-
tenant a la méme forme et a deux valeurs de # de méme pa-

=N ) o (WG =W )

rité, l'expression (N — —N' —
» T exP da da
s’évanouira aux deux limites zéro et @ ou ©', de @ ou de f3.

S CCIIT.
REALITE DES RACINES .

Dans ce théoréme, les facteurs N et N', ou M et M', peu-
vent appartenir 4 la méme valeur de n et correspondre a
des racines différentes de la méme équation en z. De 1a ré-
sulte nécessairement que toutes les racines des équations
en z sont réelles. En effet, supposons qu’'une quelconque
de ces équations ait une racine égalea ¢ 4 ¢’ V—1, L et ¢’
étant réels, le facteur N correspondant sera de la forme
9% + I Y—1, 9T et O étant de nouveaux polyndmes en
(A, B, C) dont les coefficients sont réels. Mais P'exis-
tence de la racine £ + ¢'V—1 exige celle de sa conjuguée
¢ — ¢ y—1, car les coefficients de toutes les équations en z
sont essentiellement réels; a cette seconde racine corres-
pondra un nouveau facteur N’ égal & 9t — 9t/ /—1. Si I'on
substitue les deux \:aleurs 9 + I/ \/:—_; et I6—I'Y—1 a

N et N' dans I'expression (N - N' ) qui s’évanouit
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aux deux limites de «, elle devient

— ) . : d’ . .
d’ou il suit que I'expression 9% ot 9% it aussi
da da

étre nulle pour 2 = o et pour 2 =wo.
Cela posé, la valeur N = 0% + 9%’ y—1 doit vérifier la
premiére équation différentielle (6), ou I'on remplacera

d’abord % par n(n +1), Epar A, g par %‘:—. (x+ &%) 2,
pour y poser ensuite z = { 4 ¢ Y—1 ; on doit donc avoir
R AR
dat T da V!
=[n(n +1)A'— (14 A1) (g + ¢ V=1 )](M, + o' V—1);
changeant le signe de y—1, on aura I'équation que doit

vérifier N/, et ajoutant, puis retranchant les deux équations,
il viendra séparément

%g;:[ﬂ(n H1)A?— (14 £)Z]IT + (14 BT N,
d;—i,?l = [”(” +I)A’_(l+ kr) ;}%r__ (l+£") v Xos

d’ou P’on conclut par I'élimination du binéme en A*

da*ag d*or’
,'—_--— ——
% da? da?

= (14+8) ¥ (96 + 96").
Or, si 'on multiplie cette équation par da, et qu'on in-
tégre entre 2==0 e} «a =w, le premier membre s'%é-
v . . . . 490 v’
anouira, car son intégrale indéfinie [t il
3

est nulle aux deux limites, comme on vient de P’établir, on
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aurait donc

i~3
e [T s ) de o,
0

condition impossible, si ¢ n’est pas zéro, car l'intégrale
définie , dont les éléments sont essentiellement positifs , ne
saurait étre nulle. Ainsi les équations en z n’ont pas de ra-
cines imaginaires.

§ CCIV.
FORME DE LA FONCTION V.

11 s’agit maintenant de composer la fonction V. Les quatre
formes (17) des fonctions isothermes de degré n, ou du
terme simple, étant symétriques par rapport aux trois in-
dices des fonctions inverses, on peut les écrire ainsi:

(19) HA®M, TBAC-Y, BCAC™D, MBCAM-,

le symbole IT indiquant le produit de trois facteurs poly-
noémes composés de la méme maniére, le premier en
(A, B, C), le second en (A,, By, C,), le troisi¢me en
(As, By, C,). Alors, séparant les groupes de termes qui
correspondent aux valeurs paires 2 i et aux valeurs impaires
2j+1 de l'entier n, la fonction V se composera de huit
séries partielles, et I'on aura

20 V=

( )SGnJ.("') + SKNBA(Y) 4 SHOAY+) 4 SLNBAZ—Y
=+ SGCAL) + SHICBA N+ SFTCA )+ S NCBAY—),
chaque sommation S s’étendant & un nombre infiui de va-
leurs de n, et au nombre limité de racines z qui corres-
pondent a ces valeurs. Par rapport a la coordonnée y, les
quatre séries de la premiére ligne sont des fonctions
paires, celles de la seconde sont des fonctions impaires,
car la fonction inverse C, est facteur dans tous leurs termes.
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Relativement  la coordonnée «, les deux premiéres séries
de chaque ligne sont des fonctions paires, les deux der-
niéres sont impaires, par le facteur A. Enfin, relativement
3 la coordonnée f3, la premiére et la troisiéme série de
chaque ligne sont des fonctions paires, la seconde et la
quatriéme sont impaires, par le facteur B,.

§ CCV.
EQUATIONS A LA SURFACE.

La derniére condition du probléme proposé exige que la
série totale (20) se réduise a une fonction donnée des coor-
données « et 3, quand p = r, ou quand y atteint la valeur
Jo=2¢ L B Cette fonction donnée est né-

e :
cessairement double, ou composée de deux fonctions sima-
ples, qui peuvent étre trés-différentes : 'une F (2, ) re-
présente les températures fixes, & la surface de ’hémi-ellip-
soide supérieur, ou correspondant i la valeur positive + ¥,
de la coordonnée y , 'autre g («, 3) représente les tempé-
ratures fixes, a la surface de l’hémi-ellipsoi’dé inférieur,
ou correspondant & la valeur négative — 9, de la coor-

donnée y. Ainsi V (20) doit se réduire & F (2, 3) pour

¥y =+ 7, et a d(a, ) pour y = — y,; d’ou I'on conclut
aisément que la premiére ligne (20) doit se réduire a
(21) F(a, p)':d(“’ m:f(a, 8)

et la seconde ligne a

(22) F(, p)‘;‘*"(“’ m:f(a,ﬁ),

quand la transcendante y devient y,. On a donc & établir les
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deux identités
(23) f(a, p) =
SG IV A (%) 4 SK II' B A(Y) 4 SHII' A,(¥+) 4 SLTI'B A1),

Sla, B) =
SGI'C AW+ SHICBA )-S5 1’ CA(¥—)+S L IV CB A,

ou chaque produit II' ne contient plus que deux facteurs
I'un en «, I'autre en 3 le facteur en y, devenu constant en
%0, étantmaintenant compris dans le coefficient, qu’il faudra
conséquemment diviser par ce facteur constant, avant de
substituer sa valeur trouvée dans V (20).

§. CCVI.
ISOLEMENT DES SERIES PARTIELLES.
On peut isoler chacune des séries partielles (23), de la

maniére suivante : § («, 3) étant une fonction de « et 3,
donnant aux variables des valeurs positives, comprises
entre o et @ pour «, entre o et @’ pour 3, soit posé

$(a,8)=¢,

F(ay— p) =&

(24) Fi— o, B) = 5.,
5('— @, —f) = g.

Si Fest F,ou d, les F;, oules A, représentent les tempé-
ratures fixes aux différents points des quatre triangles curvi-
lignes, découpés sur la surface de I'hémi-ellipsoide supé-
rieur, ou inférieur, par les plans des sections principales ;
températures qui sont directement données en fonction des
valeurs absolues des paramétres thermométriques a et B.
Si Festf, ouf, les f;, ou les f;, seront respectivement les

F; 4 d: .
3 Ll > &l, de

demi-sommes

> ou les demi-différences

ces températures fixes et données.
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‘Si I'on considére maintenant la fonction ¥, comme étant
composée de quatre parties : la premiére paire en a et en f3,
la seconde paire en a impaire en 3, la troisiéme impaire
en « paire en f3, enfin la quatriéme impaire en « et en f8;
ces quatre parties, exprimées par les &; (24) seront
L]

5|+§1+51+3'(,

4
§—%+%—49
A ’
(25) §+ % —3,— 4
——4 ’
G F— 4,
\ [

Si & est f ou f, ces expressions (25) seront les quatre parties
de la fonction f, ou f, et il suffira que les quatre séries par-
tielles de la premiére ligne (23), ou de la seconde, soient
respectivement égales a ces expressions, entre les limites,
o et wde «, o et @ de 3, pour que leur somme soit le
développement de la fonction f («, ), ou f («, B).

La détermination de la série générale V (20) est ainsi ra-
menée a celle des coefficients de huit développements de la
forme

n=awm

(26) > (2r§"nm) =o(a, B),

n=o

ou le premier membre est 'une quelconque des séries par-
tielles (23) : chaque produitII’ étant remplacé par ses deux
facteurs, N en «, M en f3; le double indice, donné au
coefficient T, indiquant la valeur de 7, et la racine z, qui
particularisent le terme que multiplie ce coefficient; le pre-
mier sigma embrassant tous les entiers pairs, ou tous les
entiers impairs, compris entre zéro et 'infini ; le sigma su-
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bordonné comprenant un nombre limité de termes, égal
au degré d’une seule des quatre équations en z qui corres- -
pondent a chaque valeur de n.

§ CCVIL.

THEOREME FONDAMENTAL.

Dans le développement partiel ( 26) , quel qu'il soit parmi
les huit, tous les groupes NM, ainsi que la fonction @, ont
la méme parité en «, et la méme parité en 3; la propriété
signalée & la fin du § 202, est donc applicable & deux fac-
teurs quelconques N et N/, ou M et M/, pris au hasard dans
les termes du premier membre. De la résulte un théoréme
général, applicable aux huit développements partiels, et
que I'on peut démontrer, sans spécifier celui d’entre eux
que désigne I'équation (26).

Soient NMet N'M’, deux termes différentsde la série (26),
n etn/, les valeurs de l'entier n, z et 2, celles de la constante
z qui leur correspondent ; les polyndémes N, M, N/, M/, vé-
rifieront les quatre équations différentielles

cfl?alf;[ntn +1)A*— (14 #*) z]N,
%=[n'(n'+|)A’—(H—l"')z']N'v
‘_’l;_gf_'=[(x+x-=)z'—n'(n'+x)A?]M"

données par les deux premiéres (6), et d’ou I'on conclut
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facilement
4N AN _
da? da®
(1+42)(z2—&)NN —[n{r 4+ 1) —n' (B’ 4+ 1)] A2NN',
M dM
M 5 & —_ ——dpz =

[r(n+1)—n' (7' 4+ 1)]A) MW — (1 + 4*)(z — ') MM".
Or si I'on multiplie respectivementeces deux équations par
da, df, et quon intégre entre les limites, o et wde «,
oetw’ de 3, les premiers membres, dont les intégrales in-

. AN’ dN aw’ dM
2 —— — - M-——— — r L )4 -
définies sont (N ——N ), ( a8 M dp)’ s’éva
nouissent aux limites, § 202, et I'on a

/ - .
[n(n+|)—n’(n'+1)]f A’NN'da
[+]
i~
=(l+k’)(z—z’)r NN’ da,
(%40}

(27) { o
(l-{—,{")(z-—--zs')j'o MM’'dg

=[n(r+ x)—n’(n’-l-l)]f ‘Af MM'd,

Si aucun des deux facteurs [n (2 +1) — n' (n'41)],
(z—2z'), n’est nul, multipliant 'une par 'autre les deux
équations (27), membre 3 membre, réunissant ensuite les
deux intégrales doubles dans le méme membre, et divi-
santparle produit (1+A*)[n (n +1) —n' (n'+1)] (z—2'),
qui n’est pas nul par hypothése, on aura '

o po’
(28) f f (A:——A’)MNM’N'dad@:o.
. 0 (V]

Si n' (n'41) =n (n 1), sans que (z— z') soit nul,
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les équations (27) donnent ,

’

o =
f NNV da=o, f MM'dB =o,
[¢] i)

d’ou I'on conclut l'identité

-] o’ -3 -
(29)f NN'da.f A} MM'dﬁ-—f MM'dﬂ.f A*NN'dz;
o Jo 0 o

c’est-a-dire encore I'équation (28). Enfin, s’il peut arriver
que z'=2z sans que [n(n +1) —n'(a'+1)] soit nul
(c’est-a-dire que les équations en z, correspondant i des
valeurs différentes de n, aient des racines communes), les
équations (27) donneront

] : &
f A’NN'da=o, f AlMM'dB=o0>
o o

d’ou I'on conclut encore I'identité (29) , ou I'équation (28).

Ky

Ainsi, excepté dans le cas o n'=n,etz'=1z, a la
fois,, I’équation (28) a lieu.
§ CCVIIL.
DEVELOPPEMENT PARTIEL.

Le théoréme important (28) permet d’isoler chaque
coefficient I'™ du développement (26) : on multipliera cette
équation (26) par le facteur (A} — A*) MNda dj3, etinté-
grant entre les limites o ct w de «, 0 et &’ de 3, tous les
termes du premier membre disparaitrout, d’aprés le théco-
réme (28), 4 'exception de celui qui correspond a I'entier 2
et 4 la racine z que 'on a choisis, et 'on aura

fu' ./;““’(“,f;) (A'—A*)NMdudp

(30) V=22
o i~}
f f (A'— AYN*M*dedf
o 0
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Transportant aux facteurs N et M les indices de la con-
stante, mdlquam les variables et remplagant « par 6, 3 par
Y sous les intégrales définies, on aura

. J° f @ (6,4) [A2 () — A*(O) K (o) M (y) do g
m___°

S f (4 () — () I, (9) M} (g) d0d ¢

et avec cette valeur, ladouble série (26), mise sous la forme

=X l=l.,

3 ewp=3 (3 N @uO (),
n=0 s=¢,

“donnera le développement de I'une quelconque des quatre
parties de la fonction f («, f) ou f(a, f) (23),  I'aide des
fonctions inverses des transcendantes « et 3. Les facteurs
N, M, de chaque terme de la série (31) sont deux poly-
ndmes de degré n, composés de la méme maniére, le
premier en (A, B, C), le second en (A, B,, C,), sous I'une
des formes (18), la méme pour tous les termes. Le sigma
principal embrasse tous les entiers pairs ou tous les entiers
impairs compris entre zéro et I'infini. Les indices du sigma
subordonné supposent que, pour chaque valeur de », les
n’ 41 racines, toutes réelles, et rangées par ordre de
grandeur, de la seule des quatre équations en z qui soit em-
ployée, sont désignées par zo, 2y, 23, Zsy...y Zu;ls indi-
quent que ce sigma comprend les n’+ 1 termes correspon-
dants a ces racines; I'entier n’ prend les huit valeurs
n R—1 n—1 n—2 n—1 n—2 n—2 n—3
2 e T e T T T
quand la formule (31) est successivement appliquée aux sé-
ries partielles de f(«, ), et a celles de f'(«, ) (23).

§ CCIX.
PREMIERE FORME DE LA SOLUTION.

Si on désigne par R™”(7) le facteur eny de la fonction
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isotherme qui a donné la partie variable de chaque terme
du développement (31), il faudra diviser le coefficient

T (30) par R™(ys), pour en déduire le coefficient du

terme ayant les mémes indices, dans celle des séries (20) a
laquelle répond ce développement; terme qui contiendra

en outre le facteur R (y). Autrement, si I'on donne a

chaque terme du développement (31), le nouveau facteur

(n)

R('T(.’), on obtiendra une des huit séries partielles de
R (%)
V (20). Toutes ces séries seront donc complétement déter-
minées, en prenant successivement pour P, sous les inté-
grales doubles, les quatre valeurs { 23), exprimées par les f;,
puis par les f;; fonctions partielles dont la formation, &
I'aide des fonctions données F et A, a été suffisamment in-
diquée au § 206.

§ CCX.
. SECONDE FORME DE LA SOLUTION.

Cette premiére forme de la solution compléte du pro-
bléme proposé a I’avantage de montrer de quelle maniére se
compose, avec les températures données, chacune des huit
séries partielles de la fonction V (20); mais on peut don-
ner i cette solution une seconde forme plus concise, et qui
la rapproche de celle de la sphére. Les éléments des inté-

grales doubles qui composent le coefficient T'"(30) sont

des fonctions paires en « et en 3; on peut donc étendre les

limites des deux intégrations de — o 3 + o, de —ow’ 4

+ %', ce qui ne fera que quadrupler a la fois le numérateur

et le dénominateur. Alors on pourra ajouter 4 P, qui est une

des quatre parties (25) de f ou de f; les trois autres parties

de la méme fonction ; car elles dlsparanmnt d’elles-mémes
20
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par la double intégration, comme n’ajoutant i I'élément
que des fonctions impaires, soit en «, soit en {3, soit en a et

en 3. De Ia résultera que le coefficient l"f") aura la méme

forme pour les quatre développements partiels (23) de la
méme fonction f(a, f) on f(, B). On est ainsi conduit a
la solution suivante :

Conservant les lettres N, M pour désigner les facteurs des
deux premiéres formes (18), soient représentés par 9%, M
ceux des deux derniéres, quelle que soit d’ailleurs la parité
de FPentier n; les développements (23) s'écriront ainsi :

n=x

Hop) Aol f(ap)= (ZG?’M)’

(32)

n=w

.F(, g)_;.:l(a,ﬁ)__f(u Z(EQ(R)M”)

n—o

les valeurs générales des coefﬁcients seront

o fﬂf £(a, B (A’-—A’)NMdadp7
f " (A= A) M dadf -
(33) - ,
(,.) f f(a, B) (A1 —A?) LI d¢d§7

.' fﬂ fﬂ T — AN I Mdadf

et, si Pon désigne par R et &, les facteurs en y conjugués de
ceux N et 9C en «, M et I en 3, la fonction cherchée V
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prendra la forme

n=w

» B- n R )
66 v=3[ For glumne+ g o 3 )]

n=o

ou les deux sigmas subordonnés se partagent les 27 41
fonctions isothermes, correspondant & toute valeur de r;
chacun d’eux employant les racines de deux des quatre
équations en z.

§ CCXI.
NOUVELLE SOLUTION POUR LA SPHERE.

Dans ’exemple IV, qui concerne la sphére, si les tem-
pératures fixes de la surface étaient données par une fonc-
tion compliquée de la longitude et de la latitude, et au
contraire par une fonction simple des coordonnées (a, f3)
du systéme général défini au § 103, il serait préférable
d’exprimer la température V dans ce méme systéme. Cette
nouvelle forme de la solution pour la sphére se déduit de
eelle (34) pour l'ellipsoide a trois axes, en remplagant les

n
facteurs en y par (-Pr-) » ce qui donne immédiatement

" (35) V—zw[ZG(")N (@) M(p) +29§"’m,ra)m(p]< )

n=

d’aprés le procédé de transformation tant de fois employé
et que trace le § 103.

En réalité, le groupe [(32), (33)] donne unGQnﬁnité
de développements différents, qui appartiennent respec-
tivement a toutes les valeurs possibles du module k. La
série V (34) est exclusivement fondée sur celui de ces déve-
foppements qui correspond a I'ellipsoide considéré. Mais la

20.
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série V (35) peut les employer tous successivement ; et s'il
s'agit de l]a méme sphére, des mémes températures fixes a
sa surface, données par des fonctions f et f différant avec le
module ou avec le systéme des fonctions inverses, I'identité
nécessaire de toutes ces expressions de V exige que la paren-

thése qui multiplie (-E) " ait identiquement la méme valeur

dans toutes les séries. Ce qui conduit & des relations entre
les fonctions isothermes des divers systémes ellipsoidaux;
relations que la sphére, ou I'asymptote commune a tous ces
systémes , devait et pouvait seule établir.

-
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VINGTIEME LECON.

Propriétés de la solution trouvée pour le cas de l'ellipsoide a trois axes. —
Surfaces isothermes algébriques. — Classement des développements en
séries. — Questions relatives aux fonctions isothermes du systdme ellip-
soidal.

§ CCXIL
PROPRIETES CARACTERISTIQUES.

L’objet de cette derniére legon est de signaler les pro-
priétés caractéristiques et distinctives des développements
en séries appartenant au systéme ellipsoidal. Voici d’abord
la plus remarquable.

Si I'on rapproche les formules (20) du § 167, qui expri-
ment les coefficients généraux des développements en sé-
ries, relatifs A la sphére et aux ellipsoides de révolution,
des formules (33) du § 210, qui donnent les coefficients des
séries relatives a I'ellipsoide a trois axes; on remarque que
dans les premiéres le dénominateur est le produit de deux
intégrales définies simples, qui sont w;, c’est-a-dire 7 ou

E, et pf').dont la valeur (31), §17i, est un produit de frac-

tions numériques; que dans les secondes le dénominateur
est exprimé par une intégrale définie double, qui n’est pas
le produit de deux intégrales définies simples. Tout porte-
rait a penser que I'intégrale double, dont il s’agit, doit s’ex-
primer  I’aide des deux nombres @ et @', au lieude =. Or
il n’en est pas ainsi; car, comme on va le voir, le nouveau
dénominateur n’introduit aucun nouveau nombre trans-
cendant : il est définitivement égal 4 =, multiplié par une
fonction rationnelle et enti¢re du module k et d’une des ra-
cines z, Cette forme imprévue, ce retour inespéré au seul
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nombre 7, cette espéce de refus d’amener de nouvelles
complications, eonstituent le caractére le plus important
de la solution générale qui nous occupe. -

§ CCXIII.
FORMULES DE REDUCTION IDENTIQUES.

Soit proposé d’évaluer I'intégrale définie double

(v) jf’j;u(A:——A’) Joddey d dB,

dans laquelle &, et ., sont des polyndmes identiques, I'un
en A*, l'autre en A}. Le produit AA, A, est une fonction
isotherme du systéme ellipsoidal, laquelle correspond &
n =1 et i la racine z =1; substituant ces valeurs de nz et z,
et remplagant N par A, M par A, dans les premiéres for-
mules du § 207, il vient

/ d:
d—’: =2A‘—(l+k,)A’
(2) d'A
: d—p;':(x-p-k')A.-—zA,*,

équations différentielles dont I'établissement direct est
d’ailleurs facile. Maintenant,  étant un entier positif quel-
conque, multiplions respectivement les équations {2) par

A*+1 do et par Al df3; intégrons entre les limites, o

et o de o, et o et &’ de 8; les premiers membres seront, &
I'aide de 'intégration par parties,

(et [ (8 0
(28 [ (4]

(3) -
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Or on a, d’aprés les tableaux (5) et (6) du §37,

dA_ dA ’._- ‘. 2 2
(4) E~BC’ (n) = A '—(l+k’)A +",

dA dA\* .

w=mo  (FF) =—alrerpm—

d’ou il suit que les parties intégrées des expressions (3)
s’'évanouissent aux limites des intégrations : la premiére,
pour @ = o par A, et pour « = &5 par B facteur de (%) ;
la seconde, pour ﬁ = o par By, et pour # = &’ par C,, tous
deux facteurs de 7’? Substituant alors sous les intégrales
définies (3) les valeurs (4) des carrés des dérivées; égalant

aux intégrales des seconds hembres (2), et réunissant, on
a, entre o et @ pour «, entre o et ' pourﬁ,

. 2i42 . 2041 L
ol o ) 242 — k3 %
fA.. da= ——= (1+k) | A+ da— =g fA'da,

[aap= s O D=1 J T

formules de réduction identiques.

(5)

§ CCXIV.

FORMULES GENERALES D’INTEGRATION.

Avec ces formules (5), si 'on pose

o -
(6) f Adr=ow, f Aldf =,
0 o
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on aura d’abord, pour i=o,

T Ade=2(144)0e—Lha
A 3 3T

g —2 LT
j; Aldp=3(1+ k). — 3k,

puis, faisant successivement i= 1, 2, 3,..., et substituant
2 chaque fois, dans les seconds membres, les résultats pré-
cédemnment obtenus, on arrivera toujours & des couples de
valeurs ayant la forme

3] AVde=g.0 —h.w,

(7)
AVdp=g.o'— h.&,

ou, lentier j étant le méme dans les deux équations, g et/
seront les mémes fonctions entiéres de k*. .

Par oe premier théoréme, et d’aprés F'identité de forme
des polyndmes J et &, , on aura

( ]
f bda=G.o —H.w,
o

(8) .
f d0ydf=G.0o'— H.o/,
0

car les premiers membres seront des sommes identiques, ow
avec les mémes coefficients, d’'une suite d’intégrales défi-
nies des formes conjuguées (7); et G, H seront les mémes
fonctions de A* et des coefficients des (s, &), dans les deux
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€équations (8). On aura pareillement

" j;U’A*.»afla =G.o —§.a,
j; Al ddp=G.o'=§.a';

G et § étant d’autres fonctions enti¢res de k* et des coeffi-
cients des (A, J&y), qui seront encore les mémes dans ces
deux équations (9).

§ CCXYV.
DISPARITlgN DES NOMBRES TRANSCENDANTS.

Or, si 'on retranche du produit de la seconde (g) par
la premiére (8), le produit de la seconde (8) par la pre-
miére (9), il vient

j(:w"/;w(Af—A’).,%J.,.dadp=(5(;__gn)(m,a__wm,)’

et puisque

»a—uw=f f (A’—A’)dadp——

d’aprés le § 104, on peut écrire plus simplement
o' po ‘
(10) f f (A — &) Mk dadB = r.T,
o o

T étant une fonction entiére de k* et des coefficients des
polyndmes (S, oy ).

Sous les intégrales doubles qui servent t de dénominateurs
aux valeurs (33) du § 210, les produits N*M?, 3% 9* ont,
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dans tous les cas, la forme supposée du produit &by Donc
chacun de ces dénominateurs sera, d’aprés la formule (10),
le produit de 7 par une fonction entiére du module k et
d’une racine z. Cest ce qu’il fallait démontrer.

Ainsi, par la double intégration et par la forme du facteur
(A?—A?®) dadf, le dénominateur du coefficient général,
dans le développement en série appartenant au systéme
ellipsoidal, se trouve dégagé, non-seulement des nombres
transcendants @ et &/, mais aussi des autres nombres w et
' (6), qui appartiennent aux transcendantes elliptiques de
seconde espéce. Fait analytique trés-digne d’étre signalé, et
qui pourrait, a lui seul, expliquer la forme essenticlle de la
solution trouvée. g

- ®
§ CCXVIL.
LIMITES DES COORDONNEES («, £,'7).

Le but principal des derniéres lecons était de constater
que les fonctions inverses (A;, B;, C;) jouissent de la pro-
priété de composer des séries capables de représenter des
fonctions données, aussi bien que les sinus et cosinus. Ce
but est atteint et méme dépassé, car il eit suffi d’établir
une seule de ces séries nouvelles. On pouvait supposer, par
exemple, que les températures fixes a la surface de 'ellip-
soide étaient distribuées symétriquement, et de la méme
maniére, sur les huit triangles curvilignes découpés par les
plans orthogonaux des sectious principales. Ce qui edit ré-
duit la fonction V (20) du § 204 a sa premiére série par-
tielle, etle développement (31) du §208 a celui dela fonction
paire en a et en 3, représentant 2 elle seule toutes les tem-
pératures données. Mais en restreignant ainsi la question
posée dans le dernier exemple, comme dans le troisiéme
concernaut le prisme rectangle, on passait sous silence une
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circonstance remarquable que présente ’emploi des coor-
données thermométriques («, f3, y).

Quand il s’agit de la sphére ou des ellipsoides de révolu-
tion, en faisant varier 'angle azimutal des plans méridiens
deoaam, etpnde —1 2 +1, on atteint tous les points de
la surface du corps sans faire intervenir la troisi¢éme coor-
donnée. Quand il s'agit de ellipsoide & trois axes, les li-
mites naturelles des coordonnées, qui suffisent pour assigner
tous les points de l’espace, sont — @ et + & pour ¢, — &’
et + o pour 3, — @ et + w pour y. Faut-il troubler
cette symétrie, qui s’accorde sibien avec celle des fonctions
inverses et celle des fonctions isothermes, afin de pouvoir
représenter tous les points de la surface du corps a I'aide
de deux coordonnées seulement, en faisant varier ade o a
4oetfde—uw' a +~v,oubienade —wa+wetfdeo
a4 4@, et n’admettant que des valeurs positives de y? Alors
lequel choisir des paramétres « et 8 pour V'assimiler a la
longitude?

Il éuait utile de montrer comment on évite ce trouble et
ce choix embarrassant : les §§ 205 et 206 développent la
méthode qu’il faut employer pour cela. Il est d’ailleurs évi-
dent que si 'on adoptait une autre méthode ou d’autres
limites des variables, lors des doubles intégrations, les va-
leurs numériques des coefficients seraient identiquement les
mémes ; car, quel qu’il soit, le procédé d’élimination qu’on
cmploie pour isoler chaque coefficient ne peut altérer la
seule fonction V qui remplira toutes les conditions impo-
sées.

Sil’on considéreles variables dans cette fonction méme,on
remarque d’abord que la valeur absolue de y, paramétre des
ellipsoides isothermes, ne peut dépasser y, qui appartient
la surface du corps, autrement la série V deviendrait diver-
gente. Quant aux paramétres « et 3, ils n’ont pas de limites.
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nécessaires; mais s'il arrive qu'une suite de valeurs don-
nées i I'une de ces deux variables répondent au méme
point du solide, il faut que la fonction V soit la méme pour
toutes. Or le systéme des coordonnés thermométriques
(«, B, 7) est tel, qu’on revient aux mémes points en aug-
mentant & de 4 & ou 3 de 4 &/, on pouvait donc prévoir que
ces variables n’entreraient dans V que sous les fonctions in-

verses (A, B, C), (A,, By, G,).

§ CCXVIIL.
. SURFACES ISOTHERMES ALGEBRIQUES.
Les surfaces isothermes, que 1'on obtient en égalant 4 des
constantes les 2 n +1 fonctions isothermes de degré n du

systéme ellipsoidal, sont toutes des surfaces algébriques. En
effet, les formules de transformation (3), § 81, donnent

kx

AA|A’=—7
c
. B!
(11) BB.B,:%I,
K
CCIC:=J’
[+

2, . » . :
et les A étant les trois racines de I'équation

A \
=+t 5+ 55— =
A AR T AT

qui est, en la développant

2 2 2 :
Al — (|.+ i +f—'—"—zi,i—-i) Al
/7

i

2\ 2 2 2 52
+ (k,+(l+lf).t :—_y + A Z)A,v_ﬁ?,zz=o’

¢ c?
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on ales relations connucs

x 2 2

K+ A A =1+ B TELTE,

([+‘.2)x:+ya+ kg2
’

L"

(12) {AIAIHATAHAPAY = B4

A’ATA} = i:;zf; '

d’ou résulte, comme I’on sait, que toute fonction symé-
trique § de (A*, A}, A}) sera exprimable algébriquement
a laide des seconds membres des équations précédentes.

Or, en supprimant les facteurs constants, les quatre
formes (17), § 198, des fonctions isothermes du systéme
ellipsoidal, exprimées en (x, y, z), seront, d’apreés les rela-
tions (11) : la @remiére une fonction ¢, multipliée par x
sin est impair, par 'unité s’il est pair; la seconde une fonc-
tion $, multipliée par zy si n est pair, par y seul s'il est
impair; la troisi¢me une fonction ¥, multipliée par xz sin
est pair, par z seul s’il est impair; enfin, la quatriéme une
fonction & multipliée par xyz si z est impair, par yz seule-
ment s'il est pair. Toutes ces fonctions isothermes seront
donc algébriques en (x,y, z), et de plus rationnelles et
entiéres. o

Ainsi, dans le systéme des coordonnées ellipsoidales et
thermométriques («, 3, y), qui sont transcendantes, les
fonctions isothermes s’expriment algébriquement; et, dans
le systée des coordonnées rectilignes et thermométriques
(x, 7, 2), qui sont algébriques, les fonctions isothermes
sont transcendantes. Cette réciprocité n’est-elle que cu-
rieuse ? Ne serait-elle pas I'indice d’une loi générale? Quoi
qu’il en soit, elle sépare trés-nettement les développements
en séries appartenant aux systémes ellipsoidaux, y compris
‘la sphére et les ellipsoides de révolution, de ceux qui con-
cernent le prisme rectangle, etles polyédres en général.
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§ CCXVIIL.
CLASSES DES DEVELOPPEMENTS EN SERIE.

Il existe une autre différence caractéristique, entre ces
deux classes de développements en séries. Dans celle qui
provient du prisme rectangle, il n’y a réellement que des
développements simples ou d’une seule variable, qui, par
leur superposition, soit successive dans un ordre indiffé-
rent, soit simultanée , conduisent aux développements des
fonctions de plusieurs variables, comme on I'a vu dans
I'exemple II. Le théoréme fondamental (g), § 183, qui suf-
fita tous, consiste en ce que, X et X’ étant des facteurs
d’une seule variable, pris dans deux fonctions isothermes
différentes, leur produit, multiplié par la Qifférentielle de
la variable, ou par 'élément linéaire, puis intégré entre
les limites de cette variable, donne une intégrale définie
simple, qui est identiquement nulle.

Dans la classe provenant de I’ellipsoide a trois axes, les
développements sont essentiellement 4 deux variables a
et 3. Le théoréme fondamental consiste en ce que, NM et
N’ M’ étant les produits partiels des facteurs en« et en3, pris
dans deux fonctions isothermes différentes , leur produit to-
tal, multiplié par (A} — A?) dadf3, ou par I'élément de
surface de la sphére de rayon 1,§ 104, puis intégré entre
les limites des deux variables, donne une intégrale définie
double, qui est identiquement nulle.

§ CCXIX.
EXCEPTION RELATIVE AU SYSTEME SPHERIQUE.

Les cas extrémes de la sphére et des ellipsoides de révolu-
tion font exeeption. Les développements en séries qui en




SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 319
proviennent ne sont que la superposition du développement
simple di au prisme rectangle,, qu'introduit la famille iso-
therme des plans méridiens, et du développement, simple

aussi, en série des fonctions P\ (z). Pour ce dernier, le

théoréme fondamental consiste en ce que , P et P/ étant deux
facteurs en p seul , pris dans deux fonctions isothermes dif-
férentes, mais correspondant au méme entier/, leur produit,
multiplié par dp, puis intégré de —1 & 41, donne une
intégrale définie simple, qui est identiquement nulle.

11 faut remarquer que cette superposition , quand elle est
successive, doit se faire nécessairement dans 'ordre dc
I'exemple IV. On ne pourrait pas finir par le développement
en cos /Y et en sin /{ et commeneer par le développement

en P\ (p); 2 moins que le nombre / ne fiit nul, mais alors

la fonction & développer n’aurait d’autre variable que p. Il
serait au contraire impossible de développer cette fonction,
si elle ne contenait d’autre variable que I'angle azimutal
des plans méridiens.

Quand la superposition est simultanée, le théoréme fon-

damental est celui-ci : les produits partiels P (1) Q (7¢),

("" (») Q(¥¢), différant par T'un des indices /et n, ou

par lesdeux a la fois, leur produit total, muliplié pardp. d ¢,
ou par I'élément de surface de la sphére de rayon 1, puis
intégré entre les limites de 12 et de ¢, donne une intégrale
double, qui est identiquement nulle, C’est exactement la
loi du systéme ellipsoidal.

Ainsi, pour isoler le coefficient général de la double série,
si 'on emploie la superposition successive, I'ordre de suc-
cession n’est pas indifférent, comme dans le systéme des
coordonnées rectilignes; et si I'on emploie la superposition
simultanée, c’est comme si 'on appliquait la méthode dc
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Iellipsoide & trois axes. L’exception est donc fort incom-
pléte, et l'on peut dire que les développements en séries,
provenant de la sphére et des ellipsoides de révolution, ap-
partiennent beaucoup plus a la seconde classe qu’a la pre-
miére. On reconnait facilement que la méthode d’élimi-
nation, si fréquemment employée par Laplace dans la
Meécanique céleste, se raméne i celle de la superposition
simultanée.

§ CCXX.
QUESTIONS SUR LES FONCTIONS ISOTHERMES.

Les fonctions isothermes du syst¢me ellipsoidal pour-
raient-elles s’exprimer par les produits des fonctions in-
verses de certains multiples des transcendantes («, 3, 7),
appartenant au module k ou a un autre, avec ou sans addi-
tion de compléments constants? Cette question a été agitée
par plusieurs géométres et entre autres par Jacobi. Diverses
observations paraissent conduire & une réponse négative;
telles sont les deux suivantes : :

I. Si la forme présumée existait, elle se retrouverait
dans les deux systémes des ellipsoides de révolution et dans
le systéme sphérique; le facteur relatif a I'angle azimutal

a, il est vrai, la forme cherchée; mais la fonction ‘Pf") de

l’ellipsofde planétaire, P de 1'ellipsoide ovaire, ou P (u)

de la sphére, ne I’a pas et ne saurait la prendre : car cette
fonction n’est pas égale généralement au sinus ou au cosi-
nus d’un multiple de la latitude.

1. Si tout facteur des fonctions isothermes de l’ell:p—
soide était une fonction inverse, appartenant au module &
ou a un autre, de la transcendante multipliée par unnombre
constaut, les solutions générales des problémes de la mul-
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tiplication et de la transformation des transcendantes ellip-
tiques, montrent que ce facteur ne pourrait s’exprimer a -
Y'aide des (A;, B;, C:) que par une fraction algébrique; et
les facteurs qu’il s’agit d’interpréter sont essentiellement
dépourvus de tout dénominateur variable.

Tout porte donc a considérer les fonctions isothermes du
systéme ellipsoidal, et leurs facteurs, comme des fonctions
nouvelles, ou différant de celles qui ont été découvertes et
étudiées par Jacobi. Quoi qu’il en soit, ces fonctions sont
clairement établies par le probléme de physique mathéma-
tique qui les a signalées, et dont elles expriment la solution.
Cette origine méme est leur définition physique. On recon-
naft aussi leur définition géométrique dans le nombre infini
de familles de surfaces isothermes algébriques, dont elles
assignent les formes et les propriétés. Ont-elles encore une
troisi¢me définition, appartenant a la théorie pure des
transcendantes elliptiques? Question épineuse et difficile,
que le digne émule d’Abel et de Jacobi, dans la découverte
des lois analytiques qui régissent les fonctions inverses,
pourrait seul résoudre.
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